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Uvodni slovo
Mily c¢tenari!
Predkladany text je zamyslen jako uc¢ebni pomtcka pro predmét Kvantova chemie prednéseny
studentum ¢tvrtého rocéniku oboru Fyzikalni chemie, Anorganicka chemie a Molekularni analy-
ticka a fyzikalni chemie. Pfedmétem kvantové chemie je aplikace kvantové teorie na problémy
feSené v chemii, zejména pak otézky spojené s elektronovou strukturou atomi a molekul. U stu-
denti proto musime predpokladat alespon rudimentarni znalost kvantové mechaniky v rozsahu
zakladnich pfednasek z Anorganické chemie I a I1, pfipadné Fyziky II ¢i Teoretické chemie. Mira
téchto zakladnich znalosti je vSak u posluchaci znacné odlisna a jevi se ndm tak uzitecnym za-
kladni predstavy a pojmy kvantové mechaniky zopakovat i v ramci tohoto kurzu, riskujice tim
znudéné pohledy posluchact pokrocilejsich. Vlastni oblast kvantové chemie je tak na prednas-
kach pouze nastinéna a posluchace s hlubsim zajmem ideélné navnadi k dalsimu studiu. Nejsou
také pokryty formalnéjsi partie kvantové chemie, pokrocilejsi techniky zalozené kuptikladu na
formalismu druhého kvantovani a nepftilis dikladné se zabyvame detaily kvantové-chemickych
algoritmd. Rada oblasti pouze nastinénych v nasem kurzu je vSak déle probirdna v navazujicich
prednaskach z molekulového modelovani, vypocetni chemie ¢i molekulové spektroskopie.

Kvantova chemie muze na prvni pohled pisobit ponékud odpudivym dojmem. Nevyhneme
se v ni pokrocilejsSim partiim matematiky a muze vzbuzovat dojem abstraktnosti a odtrzenosti
od zivota. Takovy pohled by ale byl mylny, kvantova chemie pfedstavuje zivot sam! Diky ni
jsme schopni vyhradné ze znalosti zékladnich fyzikalnich konstant vypocitat napiiklad energie
a rozlozeni nédboje v atomech a molekulach, termodynamické charakteristiky chemickych re-
akci, rychlost elementarnich chemickych reakci, strukturu molekul, kapalin, krystala ¢i povrchi
pevnych latek, adsorpéni entalpie, molarni absorpéni koeficienty, NMR posuny...zkratka vse, co
lze v chemii vyjadrit ¢islem, dokdze kvantova chemie vypocitat. Tedy, v principu. Tato vize jiz
stoji za trochu namahy spojené s pochopenim této teorie.

Nadseni nad krésou chemie ukryté v jediném vzorci nebylo vzdy sdileno. V roce 1830 August
Comte napsal:

,Kazdy pokus o zavedeni matematickych metod ke studiu chemickyjch problémi musi byt
povazZovdn za hluboce iraciondlni a odporujici duchu chemie. Jestlize by matematika méla hrdt
nékdy vyznamnou ulohu v chemii — uchylka nastésti mdlo pravdépodobnd — vedlo by to k rychlé
degeneraci této védy.”

Ale jiz o sto let pozdéji (1929) pise zakladatel relativistické kvantové mechaniky Paul Dirac:

W Fyzikdlni zakony, které jsou nezbytné pro matematickou teorii velké casti fyziky a veskerou
chemii, jsou zcela zndmy. Jedind potiZ thvi v tom, Ze presné pouZiti téchto zdkoni vede k prilis
sloZitym rovnicim, nezZ aby se daly Tesit.

Pfesné to je hlavni mise kvantové chemie. Zakony chemie v principu zname, ale s konkrétnimi
aplikacemi se trapime (a radujeme) jiz pres 80 let. Véfime, ze alesponn ¢ast posluchaci se na
nékdy trnitou cestu kvantové chemie vydéa s nami. Jsme si navic skoro jisti, zZe totéz by dnes
ucinil i August Comte, pokud by se znovu narodil.

V textu se pravdépodobné nachéazi vétsi nez obvyklé mnozstvi chyb nejriznéjsiho druhu,
preklepi, gramatickych pochybeni, typografickych nesvari ¢i docela normalnich nesmysli. Tyto
neporadky padaji na hlavu vedouciho autorského kolektivu (PS). Ctenafiim budeme za upo-
zornéni na chyby vdécni.



Co c¢ist dale?

Ptedlozeny text neni ucelenou ucebnici kvantové teorie molekul, nybrz pouhymi sebranymi po-
znamkami k prednaskam. Jednotlivé kapitoly a jejich obsah docela dobte koresponduji s latkou
probiranou na prednaskach?®, jde ale porad toliko o fragmenty zadajici si rozsifujici informaci.
I pres veskerou snahu miize byt navic vyklad veden zptisobem pro ¢tenaie mélo srozumitelnym.
Ctenaii proto naléhavé doporucujeme soubézné studium z dalSich pramenti. Nize podavame
struény komentovany prehled dostupné literatury.

Zaklady kvantové teorie v chemii

Studium kvantové chemie, tedy aplikace kvantové teorie na chemické otazky, vyzaduje alespon
ramcovou znalost kvantové teorie jako takové. V této ¢asti proto zminime nékteré z publikaci,
které ¢tenéfi pomohou se v zékladnich principech kvantové teorie zorientovat.

e David O. Hayward, Quantum Mechanics for Chemists, RSC, 2002. Tento rozsahem ne-
velky text lze doporucit jako prvni text ke studiu kvantové teorie. Je pséat ¢tivym, srozu-
mitelnym jazykem a studentovi-zac¢atecnikovi bude vyteénym pomocnikem.

e Peter Atkins, Julio de Paula, Fyzikdlni chemie, VSCHT Praha, 2013. Kvantova chemie
je b&znou soucasti zakladnich (tj. bakalarskych) kurzu fyzikalni chemie. Proto nés nepfie-
kvapi, Ze asi tfetina této nejznaméjsi ucebnice fyzikalni chemie je vénovana praveé kvantové
chemii. Vyznamna ¢ast naseho kurzu je pravé v Atkinsové uc¢ebnici pokryta. Ucebnice je
zaroven pro zacinajici studenty a typicky je tak dobfe srozumitelna.

e Thomas Engel, Quantum Chemistry and Spectroscopy Prentice Hall, 2010. Engeltv text je
souc¢asti ucebnice fyzikalni chemie, vysel ovSem i v samostatném svazku. Jde opét o ivodni
kurz. Cast vénovana kvantové teorii se autorovi mimotradné povedla, kniha je velmi pékné
zpracovana i po grafické strance.

Dopliujici a rozsitujici literatura

Mnohé rozsitujici informace nalezne ¢tenar v ucebnicich Atkinse a Engela, o kterych byla rec¢
vyse. V této ¢asti okomentujeme pokrocilejsi texty zamérené na kvantovou chemii.

e Attila Szabo, Neil S. Ostlund, Modern Quantum Chemistry, Dover, 1996. Dnes jiz kla-
sické dilo, které v seviené podobé popisuje pokrocilé metody kvantové chemie. Kniha se
dobfe ¢te a doverska edice je také finanéné dosazitelna. Z dnesniho pohledu mozna zarazi
nepritomnost teorie funkcionalu hustoty.

e Ira N. Levine, Quantum Chemistry, Pearson/Prentice Hall, 2009. Poctiva u¢ebnice kvan-
tové chemie s fadou prikladi. Rozsahem velmi dobre odpovida prednaskdm z kvantové
chemie.

e Peter W. Atkins, Ronald S. Friedman, Molecular Quantum Mechanics, Oxford University
Press, 2010. Tato uc¢ebnice navazuje na Atkinsiuv zakladni kurz fyzikalni chemie. Kromé
kvantové chemie se ¢tenar seznami i s jinymi aspekty molekularni kvantové teorie, kupii-
kladu s teoretickou spektroskopii.

e John P. Lowe, Kirk A. Peterson, Quantum Chemistry, Elsevier, 2006. Zajimava ucebnice,
vhodné zejména pro ty ze ¢tenait, kteri si radi probirané koncepty sami vyzkousi. Autori
se hojné vénuji Hiickelové teorii, se kterou dokazi prekvapivé mnoho.

aPficemz v nékterych ¢astech latku probiranou na prednaskach pro zajemce ponékud rozsifujeme.
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Jean-Pierre Launay, Michel Verdaguer, Electrons in Molecules. From Basic Principle to
Molecular Electronics, Oxford University Press, 2014. Kvantova chemie v modernim kon-
textu védy o materialech.

Rudolf Polak a Rudolf Zahradnik, Kvantovd chemie. Zdklady teorie a aplikace, SN'TL,
1985. Klasické cesky psané dilo, které se i po letech dobfe ¢te, mimo jiné i diky sviznému
slohu.

Jitf Figer, Uvod do kvantové teorie, Academia, 1983. Kniha vhodna zejména pro ty ze
¢tenart, kteri by se radi seznamili s metodami line4rni algebry v kvantové chemii.

Lubomir Skéla, Kvantovd teorie molekul, Univerzita Karlova, 1995. Rozsahem nevelka
skripta obsahuji detailni a srozumitelny popis zakladnich kvantové-chemickych pristupi.



1 Historicky nastin kvantové mechaniky

Zacneme nas kurz struénym shrnutim zakladnich kvantové-mechanickych predstav. Kde se
kvantovd mechanika vzala? Jak vibec nékoho napadlo vymyslet nové pohybové rovnice mi-
krosvéta?

Kvantova mechanika se diive také nazyvala mechanikou vlnovou. Oba tyto nazvy reflektuji
jisté prekvapivé rysy této nové mechaniky, které se zdaji byt v rozporu s kazdodenni zkusenosti.
Ptidavné jméno ,kvantova“ odkazuje na nespojitost energetickych hladin, pojem ,,vlnovy* pak
na podvojny charakter ¢astic, které se za jistych okolnosti mohou chovat jako viny. Tyto dva
aspekty kvantové mechaniky jsou hluboce provazany.

1.1 Castice a viny

Pojdme si na zacatek zopakovat, jaky je rozdil mezi ¢asticemi a vinami. Oba tyto pojmy odka-
zuji na néjakou formu pohybu. Caéstice predstavuji objekty s definovanou hmotnosti, polohou a
hybnosti. Polohou a hybnosti je urcen stav ¢astice. Jestlize pro danou ¢astici zname jeji polohu
a hybnost v ur¢itém ¢ase, pak s pomoci pohybovych rovnic (kupfikladu rovnici Newtonovych)
miizeme urcit polohu a hybnost ¢astice v libovolném c¢ase budoucim. Pro ¢astici pohybujici se
podél osy x v potencialu V(z) miZeme zapsat pohybovou rovnici zapsat jako

d2x ov
M— = — 1.1
dt? ox’ (1.1)
pri¢emz FeSenim bude poloha ¢astice v ¢ase t, x(t; xq, po)-
Newtonova rovnice ma povahu zékladniho zakona, ve kterém jsou dalsi mechanické zakony
obsazeny. Takto muzeme napiiklad dokézat zakon zachovani energie. Definujme si funkci H,

tzv. Hamiltonovu funkci )
m=r v (1.2)

2m
Tato funkce je v principu funkei ¢asu, nebot ¢astice se pohybuje a méni se tak jeji rychlost
(a tedy i hybnost kinetické energie), stejné jako jeji poloha (a tedy energie potencialni). Snadno
nyni dokadzeme, ze H se s ¢asem neméni. Bude nés zajimat vyraz dd—lf. S uvazenim, ze

v AV dz
v _dV az 1.3
at  dz dt (13)
* dp?)  _ d d dr
P D 2 v 2 xr xr
= Ip—= =92 — =9 —_— 1.4
a Pa T T W ae (14)
vidime, Ze
dH  dz [ &2z AV
R e 1.
at  dt (m a2 dx) (1.5)

Vyraz v zavorce je ovSem dle Newtonova zakona (rovnice 1.1) roven nule a tedy i %—? je rovno
nule. Energie se tudiz v klasické mechanice zachovava. Newtonova mechanika popisujici ¢astice
(pfipadné néktera z ekvivalentnich formulaci jako jsou formulace Lagrangeova ¢i Hamiltonova)
byla historicky mimoradné tispésné. Za vSechny tspéchy mizeme jmenovat napiiklad spravné
predpovédi existence novych planet.

P1i pohybu ¢astic se prostorem prenasi hmota, pii vinéni se naproti tomu prostorem prenasi
energie. VIna neni na rozdil od ¢astic plné lokalizovatelna. Hlavni rozdil mezi vinou a ¢astici je
ale schopnost vIn se skladat, jev, ktery oznacujeme jako interferenci. P¥i interferenci je ampli-
tuda slozené vlny rovna souc¢tu amplitud jednotlivych vin. Pokud maji v daném bodé jednotlivé



amplitudy stejné znaménko, pak mluvime o konstruktivni interferenci. Tam, kde maji amplitudy
jednotlivych vln opa¢na znaménka, dochazi k destruktivni interferenci. Takovy interferen¢ni ob-
razec je mozné pozorovat napiiklad pfi prichodu svétla dvojstérbinou (viz obrazek 1). Viny
prochézejici stérbinami interferuji a na stinitku tak vznika interferen¢ni obrazec.

)

dvojstérbina interferencni
obrazec

Obrazek 1: Interference vinéni na dvojstérbine. Do kaZdého bodu na stinitku dopadd svétlo
vychdzejici z obou Stérbin, dochdzi k interferenci a na stinitku vznikaji svetlé a tmavé prouzky,
tzv. interferencni obrazec.

Bude uziteéné si na zacatek zopakovat nékteré veli¢iny, které charakterizuji vlnéni (viz
obrazek 2). Pohyb vilny je urcen velikosti néjaké veli¢iny (napiiklad vysky vodni hladiny ¢
intenzity elektrického pole) ménici se v prostoru a v ¢ase, ozna¢me si tuto veli¢inu A(z,t).

Obrazek 2: Schematické zndzornént viny.

V nejjednodussim pripadé se bude vlna sitit harmonicky ve sméru osy z

r t
Az, t) = Agsin2n | — — = |, 1.6
(2.0) = Aosinzz (§ - 1) (16)
kde A je tzv. vlnova délka, udavajici vzdalenost mezi dvéma maximy vlny pro urcity c¢as a T’
je perioda, udavajici ¢asovy interval mezi dosazenim maxima dvou po sobé jdoucich vin pro
urcité misto. Reciprokou hodnotu periody 7' oznac¢ujeme jako frekvenci v = % Mezi vinovou
délkou a frekvenci plati vztah

A= S (1.7)

<

K popisu viny se také pouziva veli¢ina vlnoc€et v = cv. Ten nam udavé, kolik vin se vméstna
do 1 m. Casto se misto vinové délky a frekvence setkdvame se zapisem pomoci vlnového éisla
k a dhlové frekvence w

2
k=— 1.8
d (1.9
w=27v. (1.9)
Postupné vlnéni ve sméru osy x mé pak tvar
Az, t) = Agsin(kz — wt). (1.10)
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Jak jsme jiz zminili vySe, patii k zakladnim rystim vlnéni jeho skladéni. Pfedstavme si nyni, Ze
skladame 2 viny o stejné frekvenci, které se pohybuji proti sobé

A(x,t) = Aplsin(kz — wt) + sin(kx + wt)]. (1.11)

S takovouto situaci se setkavame treba pii rozvlnéni struny na kytafe. S vyuzitim vzorcu pro
sinus souc¢tu thla
sin(a + ) = sina cos § £ cos asin (1.12)

ziskame tpravou
A(z,t) = 2Ag sin kx coswt = A'(x) cos wt. (1.13)

Vidime tak, ze v tomto pripadé bude tvar viny stale stejny a celd vilna bude pouze periodicky
rist a klesat. Mluvime o tzv. stojatém vinéni. Uvidime déle, Ze tento typ vInéni je pro chemii
velmi duilezity.
Ukazuje se, ze kazdé vinéni je mozné popsat tzv. vlnovou rovnici
Az, t) 1 0%A(x,1)
o2 v o

Z matematického hlediska jde o parcialni diferencialni rovnici druhého radu. Tuto rovnici lze
kuptikladu pro popis pohybu struny na kytare odvodit z Newtonovy mechaniky, v piipadé
elektromagnetického zareni pak zase z Maxwellovych rovnic.

. (1.14)

1.2 Experimenty, které zménily svét

Na konci devatenactého stoleti se fyzika zdala byt skoro dobudovana. Objekty svéta byly
uspokojivé popsany bud Newtonovou mechanikou (Gastice) ¢i Maxwellovou elektrodynamikou.
Velké soubory castic pak zpracovavala statisticka fyzika a termodynamika. Ve stoleti dvacé-
tém nicméné doslo k zasadnimu obratu a mnohé jistoty vzaly za své. Nize zbéZné popiSeme
nékteré zékladni experimenty, které lidstvo privedly od svéta klasického do svéta kvantového.
Tyto experimenty z riznych pohledi ukazovaly na dva zékladni rysy kvantové mechaniky (a)
kvantovani energie, (b) vlnové-éasticovy dualismus.

1.2.1 Zareni absolutné ¢erného télesa

Absolutné ¢ernym télesem mame na mysli objekt, ktery pohlti veskeré dopadajici zareni, zadné
zareni tedy neni odrazeno. Mtuze byt realizovano tfeba dutinou s malym otvorem: svétlo mno-
hokrate narazi na stény nadoby, takze pravdépodobnost, Ze by odrazené svétlo vylétlo stérbinou
zase ven, je miziva. Cerné téleso ale zarovenn musi energii vyzafovat, jinak by se v ném hroma-
dila. Badatele zajimalo, jakym zptsobem intenzita vyzareného svétla zavisi na jeho frekvenci.
Experimentélné bylo zjisténo, ze hustota zareni pro malé frekvence je velmi mala a roste se
zvysujici se frekvenci. V zévislosti na teploté pak dosahuje svého maxima a posléze zase klesa.

P1i teoretickém modelovani predpokladame, ze k vyzarovani svétla o urcité frekvenci dochéazi
pii oscilacich elektrického dipolu. Podobné, jako je tomu u antény vysilace. Oscilujici dipoél
vznika diky pohybu nabitych ¢astic. Z teorie plyne vztah mezi hustotou zareni p(v, T)) a stiedni
energii oscilatoru E,,. pii dané teploté

2
p(v,T) = 8”3” Eoee. (1.15)
C

V klasické statistické mechanice ale plati, Ze stfedni energie kazdého (harmonického) oscilatoru
je nezavisla na frekvenci a rovna k7. To by ale znamenalo, Ze vyzafena energie poroste se
¢tvercem frekvence! To je sice pravda pro malé frekvence, ale predpovéd naprosto selhéva pro
frekvence vysoké. Vzdyt by to znamenalo, Ze rozzhaveny kimen by mél byt intenzivnim zdrojem
rentgenového zareni.
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Max Planck pfisel s myslenkou, Ze souladu s experimentem mizeme dosdhnout za predpo-
kladu, Ze elektromagneticky oscilator® nemiize nabyvat libovolnych hodnot, nybrz pouze hodnot

E = nhv, (1.16)

kde h je tzv. Planckova konstanta a n je celé ¢islo. Zareni pak mize byt pfedavino pouze po
minimalnich bali¢cich hv, coZ je nejmensi rozdil energie mezi dvéma hladinami oscildtoru. Pri
kone¢né teploté je stfedni hodnota energie oscilatoru rovna

_ h
Bpge = —— (1.17)
exT — 1
a po dosazeni do vztahu 1.15 pak ziskdme
Sthvd 1
pw,T) = —5——F— (1.18)
& exT — 1

Tento vztah bajeénym zpiisobem souhlasil s experimentem, pokud za hodnotu konstanty h
dosadime &islo 6,626 - 10734 J-s. Je tieba ale vidét, Ze souladu s experimentem bylo dosazeno
za pouziti v té dobé dosti blaznivych predpokladii. Pfedné predpokldadame, Ze pohyb céstic
je omezen jen na urcité hodnoty energie, je kvantovan. Za druhé, predpokladame, Ze svétlo
je predavano do okoli ve formé jakychsi dale nedélitelnych balickii energie. Neni proto nijak
podivné, ze Planck celou véc nebral prili§ vazné. Planckovu predstavu ale tviréim zpusobem
vyuzil Albert Einstein ve své teorii fotoelektrického jevu, diky které se préavem pocita mezi
zakladatele kvantové mechaniky.

1.2.2 Teorie fotoelektrického jevu

Zékladni schéma fotoelektrického jevu je zobrazeno na obrazku 3. V elektrickém obvodu méfime
elektricky proud prenaseny elektrony, které jsou uvolhovany z ozarfovanych kovovych desticek.
Ze zéavislosti proslého fotoelektrického proudu na vlozeném napéti miuzeme zjistit jednak maxi-
méalni kinetickou energii vyrazenych elektront i jejich celkové mnozstvi.

il

a

Obrazek 3: Schematické zndzornéng fotoelektrického jevu. Pri ozafovdni kovu ultrafialovymi
paprsky jsou z kovu uvolniovdany elektrony.

Co bychom predpokladali z hlediska klasické teorie? K vyrazeni elektront by mélo dojit
svétlem kazdé vinové délky, pokud bude mit dostateénou intenzitu. Ukazalo se vsak, ze k pri-
chodu fotoelektrického proudu nedochéazelo pro frekvence svétla nizsi nez urcita mezni frekvence
vy, charakteristickd pro dany kov. Energie vyrazenych elektront pak linearné rostla s frekvenci.

b Elektromagneticky oscilator si miizeme piedstavit jako kladny a zaporny naboj spojeny pruzinkou.
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Albert Einstein tyto vysledky interpretoval velmi odvazné. Konstatoval, ze svétlo predstavuje
proud Céstic o energii hv a vyrazeni elektronu si pak predstavoval jako srazkovy déj mezi touto
svételnou ¢astici a elektronem. Hypotéza musela ptsobit velmi podivné, vzidyt Newtoniv po-
hled na svétlo jako na proud ¢astic byl jiz davno opustén a Maxwellova elektrodynamika méla
za sebou mnoho tspéchi. Pro zavislost kinetické energie elektronti na frekvenci zéfeni by méla
platit rovnice

Eyin = hv — ¢, (1.19)

kde ¢ = hiyy se nazyva vystupni prace.

Jestlize nafitujeme hodnotu experimentalnich dat na rovnici 1.19, ziskdime hodnotu h =
6,626 -1073% J-s. Einsteiniv bali¢ek energie je charakterizovan tplné stejné jako Plancktv
balicek energie!

Fotoelektronova spektroskopie

Fotoelektricky jev je principem techniky nazvané fotoelektronovéa spektroskopie. Pokud
ozafujeme vzorek zafenim o dostatecné energii, dojde k vyrazeni elektront, jejichz rych-
lost muzeme mérit. S vyuzitim vztahu 1.19 pak ziskdme hodnotu vystupni prace pro dany
vzorek. Tato prace predstavuje vlastné vazebnou energii, kterou je drzen elektron v dané
molekule ¢i v materidlu. Z hodnoty vazebné energie se pak d& napiiklad zjistit slozeni
vzorku ¢i chemicka forma, ve které se nachézi urcity atom. Fotoelektronova spektroskopie
je hojné pouzivané zejména v oblasti védy o povrsich, nebot detekovany jsou predevsim
elektrony pochézejici z povrchovych vrstev vzorku. Je ale mozné provadét meéreni i v
plynné fazi.

Interpretaci fotoelektronového spektra si muzeme vyzkouset napiiklad na spektru nezna-
mého prvku na nésledujicim obréazku.

126 9.07 5.31 0.74

relativni pocéet elektrondl

,;j\; /- A nyZk }\

ionizacni energie [eV]

Vime, ze ve fotoelektronovém spektru je vynesena hodnota vazebné energie jednotlivych
elektront. Pro elektrony ve vnitinich slupkach je vazebna energie nejvyssi, tj. elektrony
jsou drzeny u jadra nejsilnéji, pro elektrony ve valenc¢ni sfére je hodnota ioniza¢ni energie
naopak nejnizsi. Ve spektru se nachazeji 4 piky, pik s nejvyssi energii (126 eV) prislusi 1s
elektroniim, pik s energii 9,07 eV (a stejnou intezitou jako pik s nejvyssi energii) prislusi
elektrontim z orbitalu 2s. Dalsi pik s energii 5,31 eV pak odpovida ionizaci elektronii
v orbitalu 2p. Intenzita tohoto piku je trojnasobna oproti predeslym, v p orbitalech je
tedy trikrat vice elektroni. Posledni pik s energii 0,74 eV, opét se stejnou intenzitou jako
prvni dva piky, odpovida ionizaci elektroni z 3s orbitalu. Predpokladana elektronova
konfigurace je tedy 1s%2s?2p*3s?, coz odpovida elektronové konfiguraci hoié¢iku.
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[’ Priklad 1

Zadani: Pokud budeme ozafovat pary atomu hotciku ultrafialovym zdrojem svétla He |l o
energii 52 eV (odpovida vinové délce 23,7 nm), jaka bude kineticka energie elektroni, které
budeme detekovat?

Reseni: Zdroj svétla o energii 52 eV ma dostatecnou energii k vyrazeni elektronu z orbitalu
2s, 2p a 3s. Kinetickou energii odletujicich elektront pak zjistime vyuzitim vztahu 1.19, kde
za vystupni praci dosadime ionizaéni energie pro jednotlivé orbitaly (tedy 9,07 eV, 5,31 eV
a 0,74 eV). Kinetické energie elektroni jsou tedy 42,73 eV, 46,69 €V a 51,26 V.

FEinstein Sel ve svych tvahach jesté dale. Je-li podle néj svétlo ¢astici, méla by tato c¢astice
(pozdé&ji nazvana foton) také n&jakou hybnost. Jelikoz se ale pohybuje rychlosti svétla, méla by
tato hybnost byt dana jiz relativistickym vyrazem

mov

N

kde mg je klidova hmotnost fotonu. Vyraz ve jmenovateli je nulovy, takze aby hybnost byla
rozumné ¢islo, musi mit foton nutné nulovou klidovou hmotnost. Upravme nyni vyraz pro
relativistickou hybnost

2,22 2 A[v? 2 4
mavc mgct[%E — 1] mic

2 2 0 0¢ Iz 0 2 4 2 4

pict = - = = — = —myc" +mc. (1.21)
-z -z -z

Do posledniho élenu v predchozi rovnici nyni dosadime znamy vzorec E = mc?, ¢imz dostaneme
E? = p*c® + mic. (1.22)

Jelikoz ale pro foton plati my = 0, tak takeé
E = pec. (1.23)

S pouzitim Planckova vztahu F = hv = hf dostavame

h
A==, 1.24
p (1.24)

Laserové chlazeni atomu

Svétlo si vétsinou nespojujeme s chlazenim, spiSe mame zkuSenost, Ze néas svétlo dokaze
zahtat. Jelikoz ale svétlo predstavuje proud ¢astic, je mozné pomoci srazky jinou ¢astici,
napiiklad atom, zpomalit a tim ochladit. Pro ziskani pfedstavy si vypocitejme jednoduchy
priklad.

Zadani: Kolik fotontt o vlnové délce 396,96 nm zastavi atom vapniku *°Ca s relativni
atomovou hmotnosti A, = 39,96 vyparovany z kovového vapniku v picce o teploté 600 °C?

Reseni: Atomy vapniku v picce maji kinetickou energii danou vztahem

Ezz%szzLSLlO”OJ
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Hybnost je déna jako
p=V2mE =490-10"3 kg-m-s ",
z ¢ehoz snadno dopocitdme stfedni kvadratickou rychlost

v=2 =738 m. s
m

Atom vapniku miiZzeme zafenim ionizovat, vznikly ion uvéznit v iontové pasti a v ni ho
bombardovat zarenim. Fotony svétla udané vinové délky maji hybnost

z —27 -1
Photon = 3 = 1,66692- 107" kg-m-s~".

P11 pohlceni jednoho fotonu dojde tedy pouze k docela malé zméné rychlosti

Ay = Ploton _ 9 5151072 .51
m

Pocet fotont x nutnych k zastaveni atomu vapniku pak zjistime z rovnice v — zAv = 0.
Dosazenim dojdeme k hodnoté asi 3-10* fotont, aby se atom vapniku zastavil.

1.2.3 Spektrum atomu vodiku

V roce 1897 objevil Joseph John Thompson elektron a v roce 1911 pak Ernest Rutherford
objevil atomové jadro. Nebylo pak tézké si predstavit atom jako planetarni systém, kde okolo
tézkého, nabitého jadra obiha lehky elektron. Takovato predstava ma ale ve skutecnosti fadu
potizi. Pfedné neni viibec jasné, proc¢ by takovyto atom mél byt stabilni. Nabité castice by dle
klasické teorie méla velmi rychle ztracet svou energii ve formé zareni. Rozzhavené atomy navic
vyzaiuji svétlo jen zcela urcitych vinovych délek, tj. atomy maji ¢arové emisni spektrum (viz

obrazek 4).

~Pfund Seres
I - Brackett series
- J FRitz-Paschen Series

..L Sﬂ 2
[~ Balmer Series r yman Series

b - -

.-
- - -
- -

: T & HI

lr il Ii - T | | G— ITT l”(
Wavelengtmh:§ g g § § § 2 & 8

je— Infrared =+ |=—Visible —»]|« Ultraviolgt —1

Obrazek 4: Cdrové emisni spektrum atomu vodiku.

Spektrum atomu vodiku predstavuje fada ¢ar, které je mozné sdruzit do urcitych sérii (Ly-
manova, Balmerova, Paschenova...). Experimentélné se ukézalo, Zze vlnocet téchto ¢ar je mozné
vyjadrit vztahem

11
v =10973731 <—2 - —2> cm (1.25)
ny N3
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Niels Bohr dokézal tento vztah v roce 1913 dat do souvislosti s planetarnim modelem atomu.
Predpokladal, Zze se elektron pohybuje po kruhové draze, na které musi byt odstrediva sila
rotujici ¢astice kompenzovana pritazlivou silou elektrostatickou

mev? 1 Ze?

r dmey 12

(1.26)

Nyni ale mame nekone¢né mnozstvi stavi, po kterych se ¢astice mohou pohybovat - podle toho,
jakou zvolime rychlost, musime zvolit také prislusny polomér. Bohr ale navic predpokladal, ze
moment hybnosti mize nabyvat pouze hodnot celistvych nésobkt konstanty h = %

mevr = hn. (1.27)

Pro¢ ho néco takového napadlo? Aby to vyslo! Z podminky 1.27 vyjadiime rychlost v jako
funkci r a dosadime do podminky 1.26. Ziskame vztah

= 1.28
’ Zm662n ( )
a pro rychlost
Ze? 1
= —. 1.29
dreghn ( )
Po dosazeni do vztahu pro energii dostaneme
1 Ze? Z%meet 1 13,622
E:_ 62_ :_—6 _— = — ! V 130
pte? dmegr 8e2h? n? n? [Vl (1.30)

Polomér, rychlost i energie jsou tedy kvantovany. K pfechodu mezi dvéma elektronovymi stavy
muze dojit pouze tehdy, jestlize rozdil energii poc¢atecniho a kone¢ného stavu je roven energii
fotonu

E2 — E1 = hV, (131)
tedy
Z’meet [ 1 1
— | — —| = hv = hep. 1.32
S [n% n%] v = her (1.32)
Pro vlnocet fotonu tak dostaneme
Z’mee* [1 1 1 1
)= ——— | — — — | =10973731 | - — — | . 1.33
= e ) ) (1:33)

Coz je presné experimentalné pozorovany vztah! Zda se tedy, ze kvantovana neni pouze energie,
ale také moment hybnosti ¢astice. Kvantovani jako by bylo obecnym rysem svéta molekul.

1.2.4 Dalsi experimenty

Na kvantovani energie poukazovaly také dlasi experimenty, které bylo v ramci klasické teorie
tézké vysvétlit. Kvantovani energie hraje roli napiiklad i pro tak jednoduchou veli¢inu, jako
je tepelna kapacita. Podle klasické teorie by tepelna kapacita atomérniho krystalu meéla na-
byvat konstantni hodnotu 3R. Experimenty ale ukazovaly néco tplné jiného: tepelna kapacita
se snizujici se teplotou klesala a pfi teploté absolutni nuly nabyvala nulové hodnoty. Vysvét-
leni prinesla opét predstava kvantovini energie. A opét to byl Albert Einstein, kdo vse jako
prvni pochopil. Tepelné kapacita predstavuje schopnost materidlu pohlcovat energii. Pokud
ale energetické hladiny nejsou spojité, tak pti nizké teploté materiél teplo viibec neni schopen
pohlcovat. Tepelna kapacita se tak snizuje.
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Dalsi z vyznamnych experimenti je tzv. Franckuv-Hertztv pokus. Tito dva badatelé zkou-
mali prichod elektrického proudu skrze rtutové pary. Se vzrustajicim napétim rostl i prochaze-
jici proud, ale pii ur¢itém napéti (a tedy pii urc¢ité kinetické energii elektroni) zacal najednou
klesat. Tato energie totiz odpovida energetickym rozdilim v atomu rtuti. Jakmile byl dosazen
tento rozdil, elektrony se zacaly srazet s atomy rtuti neelasticky a ztracely svou energii. Jde
tak o dalsi dikaz kvantovani energie.

1.3 Dualismus vin a c¢astic

Einstein svou analyzou fotoelektrického jevu ukazal, Ze i objekt tak nepochybné vinovy jakym je
svétlo se za jistych okolnosti mize chovat jako ¢astice. Tato skute¢nost je vyjadiena v rovnicich
1.23 a 1.24. V roce 1924 prisel Louis de Broglie s myslenkou, ze vztah 1.24 se d& ¢ist také
opacné: kazda hmotné castice s hybnosti mv je charakterizovana vinovou délkou A dle vztahu

P (1.34)

muv

coZ je tzv. de Broglietv vztah. Sam de Broglie asi piili§ netusil, o jakou vinu by mélo jit.
Nicméné jeho vztah sehral v dalsim vyvoji kvantové teorie zésadni roli.

De Broglietv vztah umoznuje také interpretovat Bohrovu kvantovou podminku 1.27. Elek-
tron kolem atomového jadra si pak muzeme predstavit jako stojaté vinéni, kdy na obvod kruhu
je tfeba vmeéstnat celistvy nasobek de Broglievych vinovych délek

2r =n h : (1.35)
MV
tedy
mvr—ﬁn—hn (1.36)
EEED” S '

Experimentalni dikazy interference ¢éstic

Pokud by castice, naptiklad elektrony, skutecné piredstavovaly viny, mély by vykazovat
vlastnosti pro vlny typické, tj. zejména interferenci. Pro pozorovani interference je po-
tfeba, aby rozmér vzdalenost Sterbin byla srovnatelna s vinovou délkou piislusné viny.
Pro svétlo to jde zafidit celkem snadno, stac¢i udélat mfizku s mikrometrovymi rozméry.
V piipadé vysokoenergetického zareni (napiiklad Rentgenova zafeni) nebo ¢astic je ale
tfeba pouzit miizek podstatné mensich. Interferenci Rentgenova zafeni miizeme pozoro-
vat napiiklad pii difrakei (ohybu) svétla na krystalické miizce, kdy dochéazi k interferenci
vln odrazenych z riznych rovin krystala. V zavislosti na thlu pak dochézi k zesileni ¢i k
zeslabeni intenzity odrazeného svétla. Ve dvacatych letech Davisson s Germerem provedli
experiment s proudem elektront posilanych na krystal niklu. Zavislost intenzity rozpty-
lenych elektroni na thlu vykazovala maxima a minima, podobné jako v pripadé obrazcu
ziskavanych difrakei rentgenového zareni na krystalech!

Kvantova povaha ¢astic je ale patrna i u daleko tézich objektt nez je elektron. V roce
1930 Stern a Estermann pozorovali dofrakci u paprsku z helia rozptylovaného na krystalu
Ceo, se kterym byl proveden dvoustérbinovy experiment (M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-
Andreae, C. Keller, G. van der Zouw, A. Zeilinger, Nature, 401, 680, 1999). Na naméfeném
interferen¢nim obrazci (viz nasledujici obrazek) jsou jasné patrna predpokladana maxima
nultého a prvniho radu.
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Elektronova difrakce je vyuzivana v nékterych experimentalnich technikéch jako je LEED
(Low Electron Energy Diffraction). Elektrony jsou zde fokusovany na povrch materiala a
z pozorovanych difrakénich obrazcu se usuzuje na strukturu povrchu. Rozptyl helia patii
také k dodnes vyuzivanych technikdm studia povrchii.

1.4 Pohybové rovnice kvantové-mechanickych ¢astic: Schrodingerova
rovnice

Bohrova teorie dokazala popsat atom vodiku, dokazala také alespon naznacit princip vzniku
molekul, ale brzy zacalo byt zfejmé, Ze teorie méa své limity. Ve dvacatych letech se odehrélo
mnoho chytrych pokust spojit klasickou mechaniku s experimentalnim pozorovanim kvanto-
vani energie, ale prilom pfisSel az s vytvorenim zcela nové, kvantové mechaniky. Ta se na konci
dvacatych let objevila ve dvou forméch, Heisenbergové maticové mechanice a Schrédingerové
vlnové mechanice, i kdyz na prvni pohled nebylo viibec ziejmé, Ze tyto dvé mechaniky maji
néco spole¢ného. My zde budeme alespon nadznakem sledovat myslenkovy postup Erwina Schro-
dingera.

Na zacatku je tfeba Tici, ze kvantova mechanika je zalozena na postulatech a jako takovou
ji nemuzeme odvodit. Miizeme ji pouze uhodnout. To ale neznamena, ze bychom neméli zadné
indicie. Schrodinger mohl postupovat asi takto. Reknéme, 7ze nas zajimaji stacionarni stavy
castic, napiiklad atomu.Tedy stavy, ve kterych se ¢astice pohybujic periodicky a nas bude
zajimat, s jakou energii se Castice mohou pohybovat. Stacionérni stavy budou nejspiSe popsany
stojatou vinou

U(x,t) = (x)cos(wt), (1.37)

kde W(z,t) predstavuje tzv. vinovou funkci, o které budeme mluvit dale. V tuto chvili nechme
otazku, co se vlastné vilni, otevienou. Pro vSechny vlny plati vilnova rovnice, méla by proto
platit i pro vlnu popisujici elektron. Tj.

PU(x,t) 1 0°V(x,1)

= 1.38
ox? v Ot? ( )
Po dosazeni ze vztahu 1.37 d2¢( ) )
T w
Uvazme nyni, ze
2
w=2mv = %U (1.40)
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a dosadme za vlnovou délku z de Brogliova vztahu A\ = % a za % = E—V. Upravou dostavame

d?y(x) N 8m2m

A2 2 [E—V(z)](z) =0 (1.41)
nebo téz
I Ly (ayita) = Bota). (142)

Coz je tzv. bezcasova Schrodingerova rovnice. Kompaktné ji mizeme napsat ve tvaru
Hi = Eqp, (1.43)
kde symbolem H rozumime operator (vice si o operétorech povime v piisti kapitole)

- h? d2
H=—"—+V. 1.44
2m da? ( )
Jejim TeSenim jsou mozné hodnoty energie a jim pfislusejici vinové funkce. Je to ponékud
zv1astni rovnice, nebot mé dvé neznamé velic¢iny, £ a funkci ¢. Zdalo by se tedy, ze kuptikladu
energii si muzeme zvolit a vlnovou funkci k ni dopocitat. Obecné to ale neplati.

1.5 Bornova interpretace vinové funkce

Co to vlastné je ona vlnova funkce? Muzeme vyjit z analogie z optiky. Roli vlnové funkce
zde hraje kupiikladu vektor intenzity elektrického pole. Intenzita svétla v uréitém bodé je pak
déna jako ¢tverec intenzity elektrického pole. Vedeni touto analogii, mizeme s Maxem Bornem
interpretovat vinovou funkci jako amplitudu pravdépodobnosti. Ctverec vlnové funkce bude mit
pak vyznam hustoty pravdépodobnosti nalezeni dané ¢éstice v urc¢itém bodé

f(z)dr = |¥(x)|*dz. (1.45)

Co méame na mysli hustotou pravdépodobnosti?

Existuje nekonec¢né mnoho poloh z, kam mtzeme ¢astici umistit. Pravdépodobnost nale-
zeni ¢astice v jedné konkrétni poloze je tudiz nulova. Miizeme se ale ptat, jaké je pravdépo-
dobnost, Ze se ¢astice bude nchéazet v intervalu z,x+dx. Tato pravdépodobnost P(z, x+dz
bude zaviset na velikosti intervalu dz. Pro nekonecné maly interval dx bude opét neko-
ne¢né mala. Vydélenim P(z,z + dz) intervalem dz ziskdme kone¢nou veli¢inu, hustotu

pravdépodobnosti f:
P(z,z + dz)

fla) = = (1.46)

pro kterou musi platit normaliza¢ni podminka:

/f(a:)dx = 1l (1.47)

.

7 této interpretace pak plyne tzv. normaliza¢ni podminka

/!‘I’(x)\de =1, (1.48)

ktera rika, ze Céastice musi byt nékde v prostoru. Tato podminka vlastné predstavuje dalsi
rovnici, kterou musime dodat ke Schréodingerové rovnici. Na vinovou funkei pak s ohledem na
obé rovnice klademe nékolik podminek:
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e Vinova funkce musi byt kvadraticky integrovatelna tj. musi platit

/\W < o0. (1.49)

e VInova funkce musi byt spojita

e VInova funkce musi mit spojité prvni derivace

|[’ Priklad 2

Zadani: Které z funkci a) - f) mohou byt vinovymi funkcemi?

A A
=

Reseni: a) ne, neni spojita b) ne, neni funkce c) ano d) ne, nema spojitou prvni derivaci e)
ne, neni kvadraticky integrovatelna f) ano.

AN

Reseni: a) ne, neni spojita b) ne, neni funkce c) ano d) ne, nema spojitou prvni derivaci e)
ne, neni kvadraticky integrovatelna f) ano.

1.6 Casoveé-zavisla Schrodingerova rovnice

Vyse jsme si navodili ¢asové-nezavislou Schrodingerovu rovnici, jejimz feSenim ziskdme mozné
energie, se kterymi se ¢astice muze pohybovat. Casové-nezavisla Schrodingerova rovnice se da
odvodit z ¢asové-zavislé Schrodingerovy rovnice

owv .
h— = HU. 1.
ih Fr (1.50)
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Tato rovnice nam ukazuje vyvoj stavu v ¢ase. Zname-li vilnovou funkci v néjakém case t, in-
tegraci Schrodingerovy rovnice ziskdme vinovou funkei v libovolném ¢ase pfistim (a minulém).
V chemii tato rovnice hraje roli kuptikladu ve spektroskopii: mame molekulu v zakladnim stavu
a zajima nas, v jakém stavu se bude molekula nachazet po ,,zapnuti vnéjsiho ¢asové-zavislého
elektromagnetického pole. Z ¢asové-zavislé Schrédingerovy rovnice tak odvozujeme naptiklad
tzv. vybérova pravidla, kterd nam ftikaji, které prechody jsou ve spektroskopii zakizané (tj.
probihaji s nulovou rychlosti) a které prechody jsou povolené. V dalsim vykladu v ramci tohoto
kurzu se ovSem s Casové-zavislou Schrédingerovou rovnici nesetkédme.

Souvislost ¢asové-zavislé a ¢asové-nezavislé Schrodingerovy rovnice

Casové-nezavislou Schrodingerovu rovnici je mozné odvodit z ¢asové-zavislé Schrodinge-
rovy rovnice, pokud predpoklddame, zZe hamiltonian systému nezavisi na case:
~ h? o2

Predpokladame ted, Ze na systém nepusobi napiiklad ¢asové zavislé pole. Za tohoto
predpokladu muzeme pouzit metodu separace proménnych a hledat feseni Schréodingerovy
rovnice ve tvaru sou¢inu V(z,t) = ¢ (x)¢(t). Schrodingerovu rovnici pak muZzeme napsat

e 20(t) __ W*(t) 0% ()
: x
il (x) 5~ om  Ba? + V(2)(z)o(t). (1.52)
Pokud vydélime celou rovnici ¢lenem m, ziskame rovnici v nasledujicim tvaru:
L1 0 R 1 ()
_ - } 1.
ot~ ame) oz V@ (1.53)

Leva strana rovnice zavisi pouze na Case, prava strana rovnice pouze na poloze. Aby
byla rovnice splnéna pro libovolné hodnoty casu a polohy, musi byt obé strany rovny
konstanté. Tuto konstantu si oznac¢ime pismenem FE. Snadno se presvédcite, konstanta by
skutecné méla mit rozmér energie. Ziskdme tak dvé rovnice. Rovnice vychézejici z pravé
strany neni nez ¢asové-nezavislou Schréodingerova rovnice

_ W2 0%Y(a)

2m  Ox?

Ey(z) =

+ V(z)y(x). (1.54)

Rovnici vychézejici z levé strany musime dotesit

o1 0¢(t)
———==F 1.55
coz po separaci proménnych a integraci vede k
ihlng(t) = Et + C, (1.56)
kde C' je konstanta.
Funkce ¢(t) ma pak tvar
o(t) = Ce™ % =e % = e T, (1.57)

kde za C' jsme dosadili nulu z divodt normalizace vlnové funkce. Vlnovou funkci systému
tedy muzeme zapsat jako

U (x,t) = (z)e ™" (1.58)
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Je patrné, ze v tomto piipadé je feSeni Casové-zavislé rovnice soucasné i feSenim ¢asove-
nezavislé rovnice. Tvary vlnovych funkei se totiz lisi pouze fazovym faktorem ¢lenem
e~ ktery neovliviiuje hustotu pravdépodobnosti:

U(z, 1)U (z,8)" = P(z)e” " P(a)"e™ = P(z)i(z)". (1.59)
Jelikoz hustota pravdépodobnosti se neméni s casem, mluvime v tomto piipadé o stacio-
narnich stavech.

1.7 Relace neurditosti

Meéfeni veli¢in v kvantové mechanice ma ur¢ita specifika. Existuji skupiny veli¢in, tzv. kom-
plementéarni velic¢iny, které nelze mérit zéroven s libovolnou presnosti. K tém patii naptiklad
dvojice poloha-hybnost ¢i z-ova a y-ova souradnice momentu hybnosti. Ze Schrédingerovy rov-
nice se da dokazat, ze

AzAp > g, (1.60)

kde Ax je neurcitost polohy a Ap je neurcitost hybnosti. Cim presnéji mérime polohu, tim
méné presnou mame hybnost. Disledkem je mimo jiné neexistence pojmu trajektorie ¢astice
v kvantové mechanice a nerozlisitelnost identickych c¢éstic.

I[’ Priklad 3

Zadani: Elektronovy svazek ma rychlost 1000 + 0,01 m-s~!. Jak presné mizeme urcit
v daném okamziku polohu elektronu?
Reseni: Neurcitost hybnosti elektronu je dana vztahem

Ap, = (0,01)(9,11-10731) =9,11- 10 kg-m-s~*
Neurcitost polohy je potom dana vztahem

h

Relace neurcitosti se daji ,,odvodit® také z casticové povahy svétla. Pokud chceme mé-
it presné polohu ¢éastice, mizeme ji pozorovat pomoci svétla. Nepresnost méfeni bude dana
vlnovou délkou svétla A, jeji snizovani tak povede ke zvétSovani presnosti. Interakce svétla
s pozorovanym objektem na druhou stranu povede k predéni hybnosti o fadové hodnoté

h
Ap = —. 1.61
P= (1.61)
Coz povede k neurcitosti méreni hybnosti. Zaroven Az &~ \. Vynésobenim pak ziskdme vztah
AxAp = h, (1.62)

ktery je v souladu s obecnéjsim vztahem 1.60.
Vztah neurcitosti plati také mezi energii a casem

ALAE > 723 (1.63)
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Tabulka 1: Klasickd mechanika vs Kvantovd mechanika

klas. mech. kvant. mech
Stav r,p U(z,t)
Pohybové rovnice m% =VV ih%—f = HU
Casové-nezavislé rovnice m;’Q = Hiy = Ev
Relace neurcitosti - AxAp > g atp.

coz méa podstatné disledky napiiklad ve spektroskopii. V daném ¢asovém intervalu At jsme
schopni zméfit energii pouze s presnosti AE. Pokud bychom méfili energii presnéji, museli
bychom zvétsit At, coz muze byt doba experimentu nebo doba, po kterou dany stav exis-
tuje. Pokud nas tedy zajimaji procesy s velmi kratkou dobou zZivota, musime pocitat s velkou
neurcitosti energie.

m Priklad 4

Zadani: Atom kysliku, ze kterého je vyrazen vnitini elektron, ma dobu zivota asi 4 fs. Jakou

atom? Vysledek uved'te v jednotkach eV.
Reseni: Neurcitost energie je dana vztahem

1.054-1073
510541077 0,0822 eV, (1.64)

h
AE > Aty =4 1071
Sitka spektra byva ve skutecnosti vétsi, kupfikladu diky tzv. dopplerovskému rosifeni spektra.
Sitka spektra dana relacemi neurcitosti ale na nemiize byt zmensena kupfikladu vylepsenymi
experimentalnimi technikami.

Kde se dozvite vice?

Popularni iivod do kvantové mechaniky spolu s diskuzi zdkladnich experimentii je mozno nalézt
v knize J. Piguta a R. Zajaca: O atomoch a kvantovani, Alfa, Bratislava, 1988. Zakladni avod
do kvantové mechaniky lze nalézt kuprikladu v Atkinsové ucebnici fyzikalni chemie. Pékné
jsou tvodni kapitoly kvantové mechaniky diskutovany také ve starsi knize A. Beisera: Uvod
do moderni fyziky, Academia, Praha, 1978. Zajemcium o hlubsi pohled na historii a filozofické
otazky spojené s kvantovou mechanikou lze doporuc¢it knihu M. Jammera: The Philosophy of
Quantum Mechanics, John Wiley, New York, 1974.
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2 Matematika kvantové mechaniky

V této kapitole se ve strucnosti podivame na zakladni matematicky aparat, se kterym se se-
tkame v kvantové mechanice. Klasickd mechanika popisuje stav kazdé c¢astice pomoci Sestice
proménnych — tif soufadnic a tii s ni spojenych hybnosti. Naproti tomu kvantova mechanika
popisuje stav systému (napf. ¢astice) pomoci vinové funkce i(z,y, z,t), ktera je funkei sourad-
nic a casu. Obecné jde o funkci komplexni, a proto si nejprve struc¢né pripomeneme zékladni
pravidla prace s komplexnimi ¢isly (viz kapitola 2.1).

V kvantové mechanice kazdé mértitelné veli¢iné prirazujeme tzv. operator. Hodnoty, jichz
muze méfena veli¢ina nabyvat, ziskdme jako vlastni ¢isla daného operatoru. Vétsina tloh v kvan-
tové mechanice vede na fesSeni vlastniho problému daného operéatoru. Proto se seznamime s po-
tfebnymi partiemi linedrni algebry, jako jsou linedrni prostor, operéator, vlastni funkce, vlastni
¢islo atd. (viz kapitola 2.2).

2.1 Komplexni cisla

Jako komplexni ¢islo Z oznacujeme usporadanou dvojici realnych ¢isel a; a as. Komplexni ¢islo
Z = (a1, a3) nejcastéji zapisujeme ve tvaru Z = a; + iag, kde i je imaginarni jednotka, pro
kterou plati 2 = —1. Imaginarni jednotku definujeme vztahem i = v/—1. Cislo a; je realna ¢ast
komplexniho ¢isla Z, kterou znacime Re Z. Cislo a, je imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla Z,
kterou znac¢ime Im Z. Z definice si mizeme vSimnout, Ze kdyz je imaginarni ¢ast nulova, ziskaime
bézné redlné ¢islo. Naopak kdyz je redlna ¢ast nulova, hovorime o ¢isle ryze imaginarnim.

Komplexni ¢isla miizeme zobrazit jako body v komplexni roviné, kde kartézskou osu x
oznacujeme jako osu redlnych ¢isel Re a kartézskou osu y oznacujeme jako osu ryze imaginarnich
¢isel Im (viz obrazek 5).

_____ ZZ - (bl’ bz)
_____ E__________ Zl_ (al’ a‘g)
|z,| /"
ard
Re
z |
................. Z =(a,-a)

Obrazek 5: Zndzornéni komplexni roviny s vyznacenim komplexnich ¢isel. Ddle jsou de-
monstrovany zdkladni operace s komplexnimi cisly — komplexni sdruZeni a absolutni hodnota
(modul) komplexniho cisla.

Kdyz chceme zjistit, zda je néjaké realné ¢islo vétsi nez jiné, podivame se, kde lezi na ¢iselné

ose. U komplexnich ¢&isel je toto porovnavani o néco slozitéjsi. Pro porovnavani komplexnich
¢isel je mozné zavést absolutni hodnotu komplexniho ¢isla (modul) vztahem

|Z| = \/a? + d}. (2.1)

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla je realné nezaporné &islo a plati, ze |Z| = 0 pravé tehdy,
kdyz Z = 0. Komplexni ¢isla, ktera maji stejnou absolutni hodnotu, lezi na kruznici o poloméru
r = |Z| s poc¢atkem ve stiedu soufadného systému (v obrazku 5 vyznacena ¢ervend).
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Pro komplexni ¢isla definujeme stejné jako pro ¢isla realnad tyto operace: s¢itani, odci-
tani, nasobeni a déleni. VSechny operace zde pro aplnost shrneme. Méjme dvé komplexni ¢isla
Zl :a1+ia2 aZ2 :bl—i-lbg

1. Pii séitani (od¢itani) séitdme (odéitame) zvlast redlnou ¢ast a zvlast imaginarni ¢ast
komplexnich ¢isel.

Zl + Zg = (a1 + iag) + (bl + Zbg) = (a1 + bl) + i(a2 + bg) (22)

2. Komplexni ¢isla nasobime stejné jako dvojcleny. Nesmime ale zapomenout, Ze plati vztah
i? = —1.
Zl : Z2 = (CLl -+ i&g) . (bl —+ Zb2> = (a1b1 — a2b2> -+ i(albg + a2b1) (23)

3. Délime tak, Ze podil nejprve rozsifime vhodnou jedni¢kou (konkrétné ¢islem komplexné
sdruzenym k ¢islu 75, viz déle), abychom ve jmenovateli dostali realné ¢islo. I v oboru
komplexnich ¢isel plati, ze b # 0, jinak podil neni definovan.

é a; + ’iag a; + ’iag bl - Zbg (a1b1 + a2b2) + i(a261 — albg)

— — : - 2.4
Zy  by+iby by +iby by —iby b? + b3 (24)

[’ Priklad 5

Zadani: Najdéte podil Cisel 7y =5+ 4ia Zy =1+ 3i.
Reseni:

Zy  544i 544 1-3i  (1-3)+i(5-3+4-1)  —8+19

Zo 1+3 1430 1-3i 1+ 32 10

P1i pocitani s komplexnimi ¢isly je vyhodné definovat ¢islo komplexné sdruzené ke kom-
plexnimu ¢islu Z vztahem
7" = (a1 + iag)* = a1 — /L'CLQ. (25)

Komplexné sdruzené ¢islo Z* je osové soumérné ke komplexnimu ¢islu Z podle osy redlnych ¢isel
Re. Na obrazku 5 je komplexné sdruzeno ¢islo Z;. Vynasobime-li komplexni ¢islo s ¢islem k nému
komplexné sdruzenym, dostaneme kvadrat absolutni hodnoty komplexniho ¢&isla, protoze

7 -7 = (a1, a) - (a1, a2)* = (a1, az) - (a1, —ag) = (a3 + a3, a1ay — ara,) = (a* + a3,0) = | Z|?,

AVARSVALS (2.6)

Pro sc¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel plati asociativni, komutativni a distributivni zakon
podobné jako u ¢isel redlnych. Pro komplexné sdruzena ¢isla je mozné odvodit nasledujici relace

* *
Gtz -5+2, @ny =702 (2) -5 (2.7)
Zy Z;

Pro fadu vypocetnich aplikaci je vyhodné komplexni ¢islo Z zapsat v tzv. goniometrickém
tvaru. Ten odvodime tak, Ze v komplexni roviné zobrazime komplexni ¢islo Z a udélame pra-
vouhlé praméty absolutni hodnoty komplexniho ¢isla |Z] do redlné Re a imaginarni Im osy.
Oznac¢ime-li orientovany tihel, ktery svira pruvodic¢ absolutni hodnoty s osou realnych ¢isel jako
0, mizeme odvodit

a; = |Z|cosl, ay=|Z]|sinb. (2.8)
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Dosadime-li priméty a; a as z rovnice (2.8) do algebraického tvaru komplexniho &isla Z =
a1 + tas, pak po drobnych upravach odvodime goniometricky tvar komplexniho ¢isla

Z =ay +iag = |Z|cosO +i(|Z|sin )
Z =1Z|(cos @ +isin). (2.9)

Pro thel 0 poté plati (pfipomeite si funkei tangens a arkus tangens)

8 = arctg (@) . (2.10)

ai

Pro vétsi nazornost je odvozeni goniometrického tvaru komplexniho ¢isla daného vztahem
(2.9) graficky znézornéno na obrazku 6.

a,=|z|sine

[
|

Re

a,=|Z|coso
Obrazek 6: K odvozeni zdpisu komplexniho c¢isla v goniometrickém tvaru.

V kvantové mechanice se ndm bude ¢asto hodit tzv. Eulerova identita

¢ = cosf +isinf. (2.11)

Eulerova identita umoznuje komplexni ¢islo Z zapsat v tzv. exponencidlnim tvaru, ktery
odvodime tak, Ze vyjdeme z goniometrického tvaru komplexniho ¢isla (2.9), do kterého dosadime
Eulerovu identitu (2.11)

7 = |Z|e". (2.12)
Exponencialni tvar komplexniho ¢isla je obzvlast sikovny pii nasobeni a déleni komplexnich
¢isel. Pro nasobeni komplexnich ¢isel Z; = |Z]e? a Zy = |Z;|e* v exponencidlnim tvaru
dostaneme '
Z1Z2 = ‘Zl| : ‘Z2‘€2(9+¢). (213)
Podobné pro déleni komplexnich ¢isel Z; a Z, dostaneme
Z1 _ |24 o)
— =_—€ . 2.14
22 |Z2| ( )

Zapiseme-li komplexni ¢islo v exponencidlnim tvaru, je intuitivni definovat mocninu kom-
plexniho ¢isla Z. Pro pocitani s mocninami plati, ze

7" = |Z|"e™, (2.15)

coZ je hledané n-ta4 mocnina komplexniho ¢isla Z. Dosazenim Eulerovy identity (2.11) do rovnice
(2.15) muzeme odvodit zndmou Moivreovu vétu

(e =e™ tj. (cos@+isinf)" = cosnf + isinnd. (2.16)
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Odvozeni Eulerovy identity

Nejprve si priponme Tayloriiv rozvoj funkce e* okolo bodu xq = 0. Hledana Taylorova

rada je
o :En
=y - (2.17)
n=0

0 o s

. o 1.2n+1 c9 $2n
sinz = ;(—1) Gy T ;<—1) O (2.18)

Cisté formalni zaménnou x = 6 ve vztahu (2.17) dostaneme po rozepsani Taylorovu fadu
ve tvaru

‘ 0
¥ =1+i0— = —i=+—+i—— ... (2.19)

Preusporadanim rady (2.19) a vyuzitim vztaha (2.18) dostaneme

2 3 4 5 2 4 3 5
Y ML LA AL AN (1—9—+9—— ...>+i(x—9—+9—— )

21 31 4! 5l 21 4l 3! 5l
c;srﬁ s?rlr9
¢ = cosf +isinb, (2.20)

coz je Eulerova identita, kterou jsme chtéli odvodit.

2.2 Operatory
2.2.1 Co je operator

Pripomenme si nejprve pojem funkce. Funkce predstavuje matematickou operaci, kdy pusobe-
nim na ¢islo (nezévisle proménnou) ziskdme nové ¢islo (zavisle proménnou). Operator naproti
tomu predstavuje matematickou operaci, kdy pusobenim na funkei ziskdme funkci novou. Pu-
sobenfm operatoru O na funkei f zapiSeme

Of =g, (2.21)

kde vysledkem ptisobeni operatoru O je nova funkce ¢g. Zapamatujme si, ze z defini¢ni rovnice
pusobeni operatoru na funkei (2.21) plyne, Ze poradi operatoru a funkce, na kterou operator
pusobi, neni libovolné, ale Ze operator vzdy pusobi na funkci stojici napravo od operatoru.

Abychom se blize seznamili s operatory, predstavme si nékolik zakladnich typu operatoru.
Nejjednodussim operatorem miize byt operator

O=1,

neboli operator identity nebo také jednotkovy operator. Tento operator ptisobé na libovolnou
funkci f vrati funkci g takovou, ze plati ¢ = 1- f. Dalsim jednoduchym operatorem miize byt
napiiklad nasobeni proménnou x

~

O =uz.

PakliZe tento operator bude ptisobit na funkci f = 2? dostaneme



Dalsi dulezitou tfidou operatorii jsou diferenciélni operatory, napiiklad

A d
O=—.
dx
Vidime, Ze derivaci funkce podle proménné x muzeme chapat jako ptisobeni operatoru derivace
O na funkci f(x). Nazorny piiklad pisobeni diferencialniho operatoru uvadi piiklad 6.

I[’ Priklad 6

Zadani: Naleznéte vysledek piisobeni operatoru O = x — 2% na funkci f(z) =sinx.
Reseni: Zapiseme rovnici vyjadfujici piisobeni operatoru O na funkci f(z) a dostaneme

Of(x) = (x - 2dd> sinx = zsinx — 2cosx = g(x)

x

Vidime, ze vysledkem piisobeni operatoru O na funkci f(z) je nova funkce g(z) = z sin z —
2cosz.

Podobné jako pro matice i pro operdtory muzeme definovat vlastni funkce a vlastni hodnoty
operatoru, které jsou definované rovnici

Of = \f. (2.22)

ktera se oznacuje jako vlastni problém operatoru O. Funkei f pak nazyvame vlastni funkce
operatoru O s vlastnim ¢islem A. Jinak feceno vlastni funkce f operatoru O je takova funkce,
ze pusobi-li na ni operator O, pak vysledkem tohoto ptisobeni je ta saméa funkce f vynésobena
¢islem .

I[’ Priklad 7

Zadani: Rozhodnéte, zda je funkce e~ =
jakeé je jeji vlastni Cislo?

L . L 2
vlastni funkci operatoru C{i? — 2. Pokud ano,

22

Reseni: Operator piisobi na funkci e™ 2 nasledovné

(S

d2 22 o 9 _z2 9 _a? _a
(dwz B

2He™ T = —e 2 42T —2fe T = —e 2.

M

T

Vidime, Ze vysledkem pisobeni operatoru je opét funkce —e™ 2 vynasobena Cislem —1.
Vlastni Cislo je tedy —1.

V piipadé bezéasové Schrodingerovy rovnice (2.24) je vlastni funkei operatoru H vlnova
funkce ¥ (z) s vlastnim ¢islem F, coz je celkova energie systému. Vlastni problém operéatoru méa
ustredni postaveni v kvantové mechanice, protoze feseni vétsiny tiloh znamené hledani vlastnich
¢isel a vlastnich funkei prislusného operatoru.

V kvantové mechanice se setkdvame predevsim s tzv. linedrnimi operatory, pro které
plati

Alaf + Bg) = aAf + BAg, (2.23)
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kde a a (8 jsou obecné komplexni &isla. Operator derivace je piikladem linearniho operatoru,
naproti tomu operator odmocniny jim neni, nebot

Vaf(z) = vay/fx) # aV/f(@),
V(@) f(@) # Vgl)V/ f(x).

Operatory v kvantové mechanice

V kvantové mechanice operatory reprezentujici métitelné veli¢iny, naptiklad pozici, hyb-
nost, moment hybnosti nebo celkovou energii systému. V kapitole 1 o historickém vyvoji
kvantové mechaniky jsme se seznédmili se Schrodingerovou rovnici popisujici pohyb ¢astice
v jedné dimenzi

2m dz2

Tuto rovnici miizeme prepsat jako operatorovou rovnici, tj. rovnici ve které vystupuji
operatory

(_h_d_ i v(x)) U(z) = EU(x), (2.24)

HU(z) = EV(x), (2.25)

kde H je operator celkové energie systému, tzv. hamiltonian (Hamiltontv operator).
Porovnanim rovnice (2.24) s rovnici (2.25) zjistime predpis pro hamiltonian

H= (—h—2d—2 + V(:E)) (2.26)

Konkrétni tvar hamiltonianu (2.26) zavisi na konkrétni formé potencialni energie V(z).
Dalsi hojné se vyskytujici operatory jsou operator hybnosti a operator polohy

e 2.97
p ih (2.27)
i=z (2.28)

Operatory (2.27) a (2.28) jsou zapsané v tzv. soufadnicové reprezentaci, kdy operator
soutadnice je zvolen jako prosté nésobeni danou soutadnici.

2.2.2 Operace s operatory

Podobné jako funkce muzeme mezi sebou séitat, nasobit, délit atd. definujeme tyto operace i pro
poc¢itani s operatory. Vyjdeme ze vztahu (2.21), ktery definuje pisobeni operatoru na funkei f
a ve strucnosti si predstavime zakladni operace s operatory.

Souc¢tem dvou operatori budeme rozumét operator

C=A+B (2.29)
takovy, ze plati ) o ) )
Cf=(A+B)f=Af+ Bf, (2.30)
kde f je libovolné testovaci funkce. Pod souc¢inem operatortt budeme rozumét operétor
C =AB (2.31)
takovy, ze plati ) o
Cf = A(BY). (2.32)
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Stejné jako v pripadé nésobeni ¢&isel figuruje ¢islo 1 jako jednotkovy prvek vaéi nasobeni, je
i v pripadé operatorového poctu definovan jednotkovy prvek — jednotkovy operator 1

1f =f. (2.33)
Pomoci definice nasobeni operatoru (2.31) muzeme definovat druhou mocninu operatoru
A? = AA. (2.34)
A déle matematickou indukei muzeme definovat n-tou mocninu operatoru
Arf = A(A"1). (2.35)

Kdyz uz umime délat mocniny, nemame v principu problém definovat jakoukoli slusné vy-
chovanou operatorovou funkci. Stac¢i k tomu vyuzit jeji rozvoj do Taylorovy fady. Napiiklad
exponenciala operatoru je definovana jako

A P 1 -
eA=1+A+ A2 A (2.36)
2! 3!
Obecné plati, Ze nasobeni operatora (2.31) neni komutativni, to znamena, Ze neplati
AB - BA (2.37)

Abychom mohli vySetfovat komutativnost operatori, zavadi se novy operator — komutator

A B — AB — BA. (2.38)

Kdy? je komutator dvou operatorit roven nulovému operatoru (0f = 0)
[A,B] =0, (2.39)

fikame, Ze operatory AaB spolu komutuji. Kdyz se komutator nerovna nulovému operatoru,
operatory nekomutuji.

Jako priklad vySetfovani komutatoru dvou operatorii si spoc¢téme komutator mezi operato-
rem hybnosti (2.27) a souradnice (2.28). PomtiZzeme si tim, Ze nechdme komutator ptisobit na
néjakou funkei f(x)

df (=) df ()

[z, p|f(x) = —ihx? + zh%xf(x) = —ihxw +ihf(z) + ihxdj(;(xx) = ihf(z),

kde jsme v druhém kroku pouzili vzorecek pro derivaci sou¢inu funkei. Nyni staci odebrat nasi
testovaci funkci a vidime, Ze pro komutéator operatoru souradnice a operatoru hybnosti je

2, 5] = i, (2.40)

proto mizeme shrnout, ze operator hybnosti nekomutuje s operatorem soutadnice. Jak si uka-
zeme v dalsich kapitolach, tento fakt ma dalekosahlé dusledky.

I[’ Priklad 8

Zadani: Urcete komutator operatorii A = 8/dx a B = 9/dy.
Reseni: Sestavime komutator [A, B] a nechame ho piisobit na testovaci funkci f = f(z,y).

Dostaneme
gy 2L0F _0f0r _ p 0
’ Oxr 0y Oydxr 0Oxdy Oyox
kde posledni rovnost je splnéna tehdy, kdyz funkce f ma spojité viechny druhé parcialni
derivace.
Vidime, Ze vysledkem pisobeni komutatoru je nulovy operator, proto miizeme uzavfit, ze

operatory A a B spolu komutuj.

:67
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Z definice komutatoru (2.38) vyplyvaji tii vlastnosti komutatora. Prvni vlastnosti je anti-
symetrie
ktera tiké, Ze na poradi operatort v komutéatoru zalezi.

Druhou vlastnosti je linearita v druhém argumentu

[A,B+C)=[A Bl +[AC). (2.42)

Ta souvisi s faktem, ze komutator je linearni operator (viz dalsi kapitola 2.2.4). Tteti vlastnosti

~ ~

[a-A B] =a-[A, B (2.43)

je moznost ¢islo a z komutatoru vytknout.

Na zavér této kapitoly uvedeme jedno dilezité tvrzeni. Komutuji-li spolu dva operatory,
tj. [121, B] = 0, pak nutné maji spoleéné vlastni funkce f.

Tvrzeni si dokazeme. Predpokladejme, Ze méme dva libovolné operatory Aa B, pro které
plati

Af =af

Bf =bf,

neboli operatory maji stejnou vlastni funkci f. Pak muzeme psét

ABf = A(bf) = abf

BAf = B(af) = abf,
protoze ¢isla a a b komutuji vzdy. Odec¢tenim pfedchozich dvou rovnic dostaneme
ABf — BAf = (AB— BA)f = [A,B]f =0,
coz je vysledek, ktery jsme chtéli ukézat. Dikaz tvrzeni je tak proveden. [ ]

2.2.3 Prostory funkci

Matematické objekty jako funkce nebo operatory jsou definoviny na urcéitém prostoru V. Prostor
je v matematice pojiman jako mnozina prvki, s kterymi je mozné provadét jisté operace. Ze
zakladniho kurzu matematiky znéte linearni vektorovy prostor V s dvéma operacemi, s¢itanim
+ a nasobenim ¢islem -, kde prvky prostoru jsou vektory, neboli usporadané N-tice cisel.
Pojd'me si nyni zopakovat nékteré pojmy pouzivané u vektorového prostoru R3.

Dulezitym pojmem je tzv. béaze prostoru e; (vektory v téchto skriptech zna¢ime tuénym
pismem), kterda ma tu vlastnost, Ze jakykoliv prvek prostoru u muzeme vyjadrit pomoci linearni

kombinace prvki baze
u= Z U;i€; (2.44)

V prostoru R? miiZeme mit nap¥. bazi kartézskych os, tedy e; = (1,0,0), es = (0,1,0) a
e3 = (0,0, 1). Vektor polohy pak muzeme vyjadfit jako

r = xe; + ye, + zes. (2.45)

Dalsim dilezitym pojmem je skaldrni sou¢in mezi dvéma prvky prostoru u a v, pro ktery v
naSem piipadé plati

(u|v) = Z u;v;, (2.46)
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kde zvolené symbolika pro skalarni souc¢in ma své opodstatnéni, jak uvidime pozdéji. Vsimnéte
si, ze skalarni sou¢in nam ze dvou vektori udéla realné (obecné komplexni) ¢islo.
Pomoci skalarniho sou¢inu pak muzeme definovat nékteré dalsi vlastnosti. Napiiklad pro

velikost (normu) vektoru plati
la] = 4/ (ala). (2.47)

Pomoci skalarntho souc¢inu také ur¢ujeme kolmost dvou vektori. Dva vektory jsou kolmé neboli
ortogonalni, pokud je jejich skaldrni souc¢in nulovy. Pokud jsou vSechny prvky baze prostoru
vzajemneé ortogonalni, mluvime o ortogonélni bazi. Pokud je navic velikost kazdého vektoru baze
rovna jedné, hovorime o ortonormalni bazi. Vyzkousejte si, Ze vyse uvedena béze kartézskych
soufadnic je ortonorméalni!

Na tomto misté je vhodné si zavést uzitecny symbol 6;;, coz je tzv. Kroneckerova delta, pro
kterou plati, Ze je rovna 1, pokud ¢ = j a naopak je rovna 0 kdyz ¢ # j. Podminku ortonormality
béze pak miizeme zapsat jako

(ejlej) = dij, Vi, j. (2.48)

V pripadé ortonormélni baze je velmi snadné urcit koeficienty rozvoje daného vektoru do
béaze (2.44), nebot plati

(eilu) = (e|ue;) = Zuj (eile) = ;. (2.49)

J

Vidime tedy, Ze rozvojovy koeficient u; ziskame skalarnim soucinem s e;. Opét si zkuste, Ze
dany vztah funguje pro kartézskou bazi.

Pojdme nyni naSe piedchozi tvahy zobecnit pro prostor funkei. Prostor funkei je prostor
prvki, kterymi jsou funkce majici jisté vlastnosti. V analogii s vektorovymi prostory i zde
existuje tplny soubor funkei (baze), do kterého muzeme rozlozit libovolnou funkei prostoru

f= Zcm, (2.50)

kde funkce ¢; jsou bazové funkce a ¢; jsou rozvojové koeficienty. Prikladem tplného souboru
funkei je napitklad soubor polynomi x, 2%, 23, ..., 2", pomoci néhoz miiZeme vyjadiit libolnou
(diferencovatelnou) funkci ve formé znamého McLaurinova rozvoje.

V kvantové mechanice nés zajima predevsim prostor kvadraticky integrovatelnych funkeci

Lo, pro jehoz prvky plati

/_oo ()2 de < o (2.51)

[e.9]

a dale je na tomto prostoru definovan skalarni sou¢in dvou funkei

(flg) = /_OO [ (@)g(z)dz, (2.52)

Pro tento skalarni sou¢in plati vSechny vlastnosti bézného skalarniho sou¢inu (jinak bychom
tomu nefikali skalarni sou¢in). Hned tedy vime, co znamena, kdyz jsou funkce ortogonalni a
ortonormalni. Pro ortonormalni baze navic v analogii s rovnici (2.49) plati

c=telh = [ @i (2.53)

—00

Tento vztah se nam bude jesté mnohokréat hodit.
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2.2.4 Hermitovské operatory

Kvantova mechanika pracuje vyhradné s linearnimi operatory, aby byl splnén princip superpo-
zice, tj. jsou-li ¥ a 1y vinové funkce daného systému, pak i funkce ¢ = c191 + c29, kde ¢; a
¢ jsou libovolna komplexni ¢isla, je vinovou funkei uvazovaného systému.

Linearita operatoru ale nesta¢i. V kvantové mechanice také pozadujeme, aby byly operatory
tzv. hermitovské, tj. takové, které pusobi stejné na obou stranéch skalarniho soucinu (2.52)

/f*ﬁgdx:/ﬁ*f*gdx. (2.54)

|L" Priklad 9

Zadani: Rozhodnéte, zda je operator derivace hermitovsky na Hilbertové prostoru funkci.
Reseni: Vyuzijeme vzoreéek pro integraci per partes

[ =g, - [y = - [yt

kde jsme v poslednim kroku vyuzili toho, Ze nase funkce musi byt kvadraticky integrovatelné,
a tudiz jejich hodnota v nekoneénu musi byt nutné nulova. Vidime tedy, Ze jsme dostali vyraz
s opanym znaménkem, a derivace tudiz neni hermitovska. To se da ale snadno spravit, pokud
ji vynasobime komplexni jednotkou i. Rozmyslete si proc!

Nyni se podivame na nékolik zakladnich vlastnosti hermitovskych operatori. Prvni vlast-
nosti je, ze vlastni ¢isla hermitovského operatoru jsou redlna, jinymi slovy Zze komplexné sdru-

Zené ¢islo se rovna sobé samému
(2.55)

Tuto vlastnost si dokazeme. Uvazujme vlastni problém hermitovského operatoru
Hyp = h.
Postupujme tak, ze nejprve vlastni problém komplexné sdruzime
i Wt = e,

Nyni vynasobme zleva komplexné sdruzeny vlastni problém funkei ¢ a vlastni problém funkeci
Y* a integrujme, dostaneme

/ vH* Y de = h* / Yo de = h*

/z/;*ﬁwdg; = h/¢*¢dx = h.
Protoze je operéator H hermitovsky, plati
/ VH* Y dx = / v Hy dzx
a po odecteni poslednich rovnic dostaneme
/¢ﬁ*¢*dx — /z/;*ﬁwdx =0=h"—h,
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a tedy
h* = h,

coz jsme chtéli dokazat. [ |
Déle ukazeme, 7e vlastni funkce hermitovského operatoru pfislusejici riznym vlastnim ¢is-
lim jsou ortogonalni, tj.

kde symbol 0;; znac¢i Kroneckerovo delta, které nabyva hodnoty 1 pro ¢« = j a hodnoty 0 pro
i F# ]

Opét si tvrzeni dokdzeme. Predpokladejme platnost vztaht

Hipy = hythy

f{w2 = h2¢27

kde hy # hsy. Prvni rovnici vynésobime zleva 1 a integrujeme, druhou rovnici vynasobime zleva
Y] a integrujeme, dostaneme

/ YsH Y, dz = hy / Wity da

/wi‘sz do = m/wm da.

Dale komplexné sdruzime napiiklad prvni rovnici a rovnice odec¢teme
0= (hl — hQ) /ZZJTQXJQ dz.

P1i apravach jsme vyuzili toho, Ze operator H je hermitovsky a Ze hermitovské operatory maji
realna vlastni ¢isla. Protoze podle naseho pocatecniho predpokladu plati hy # hsy je ziejmé, ze
musi platit

[vivmde =0,

coz jsme chtéli ukazat.

Na zéveér si uvedme bez ditkazu posledni dileZitou vlastnost hermitovskych operatorta. Sou-
bor vlastnich funkci hermitovského operatoru vytvari tplny soubor bézovych funkci daného
Hilbertova prostoru. To znamena, ze kdyz plati

Hf; = hif; pro kazdéi,

pak libovolnou funkeci ¢, mizeme zapsat jako linedrni kombinaci
b= afi

kde ¢; jsou rozvojové koeficienty.
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2.2.5 Maticova reprezentace operatori

Zabyvejme se jesté na chvili rozvojem libovolné funkce do baze daného prostoru, ktery je dan
vztahem (2.50). Potom obecnou funkci 1) muzeme rozvinout do uplného souboru funkei ¢;

Y= Z Ci¥i-
Pak pro vlastni problém fh/} = a1 muzeme psat
Z CZASOZ' =a Z Ci¥i-

Rovnici vynasobme zleva jednou konkrétni funkei z tiplného souboru funkei (napiiklad funkei
©r ) a zintegrujme:

Zcz'/%#i%dx = azci/wimi dz = acy, (2.57)

kde jsme vyuzili toho, Ze tiplny soubor funkei jsou vlastni funkce hermitovského operatoru, které
jsou ortogonalni. Vysledkem je, Ze v sumaci na pravé strané vyrazu (2.57) zistane nenulovy
jen ¢len ac,,. Dale provedeme substituci

Ani = [ ¢ Apds
kde vyraz A,,; ozna¢ujeme jako maticovy element. Vysledkem je

ZAW- Ci = ACp,. (2.58)

Rovnici (2.58) muzeme zapsat pro ¥m a vyslednou soustavu m-rovnic zapiSeme jako maticovou
rovnici

Ac = ac, (2.59)

kde A je ¢tvercova matice (m X i) a c je sloupcovy vektor rozvojovych koeficienti.

Dosli jsme k dilezitému zévéru, ze feSeni vlastniho problému operédtoru se redukuje na po-
¢itdni s maticemi. To ma zasadni vyznam z vypocetniho hlediska, nebot jsme prevedli slozity
problém diferencialnich rovnic na algebraické rovnice, se kterymi uz si umi poradit pocitace.
Za zminku také stoji, Ze tuto maticovou reprezentaci kvantové mechaniky objevil nezavisle na
Schrodingerovi Werner Heisenberg. AZ pozdéji se ukazalo, Ze jsou obé tyto formulace ekviva-
lentni.

~

Braketova notace

V kapitole 2.2.3 jsme vidéli, Ze mezi prostorem vektori a prostorem funkeci je mnoho
analogii. Toho vyuziva tzv. braketova notace, zavedena Paulem Diracem (také se ji asto
fika Diracova notace). V této notaci je stav systému reprezentovan jako tzv. ket-vektor
a znacime jej |f). Komplexné sdruzeny proté&jsek je tzv. bra-vektor, ktery znacime (g|.
Soucin bra- a ket- vektoru se pak typicky interpretuje jako amplituda pravdépodobnosti,
se kterou stav f zkolabuje do stavu g.

(flg) (2.60)
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Maticové elementy operatoru A se znaci

Braketova notace se uziva v mnoha textech o kvantové mechanice, nebot zna¢né zjedno-
dusuje zapis a umoznuje abstraktnéjsi popis zakladnich kvantové-mechanickych vztahi.
V téchto skriptech ji ale dale pouzivat nebudeme.

Kde se dozvite vice?

Operatorova algebra a jeji pouziti v kvantové chemii je popsanov knize J. Fisera: Kvantova
chemie, Academia, Praha, 1983. Detailniho pouceni vyuZiti operatorii v kvantové mechanice
se Cctenari dostane v knize M. Havlicka, P. Exnera, J. Blanka: Linearni operatory v kvantové
mechanice, Karolinum, Praha, 1993.
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3 Axiomatické zaklady kvantové mechaniky

Na zacatku dvacatého stoleti se zacaly hromadit indicie, Ze s klasickou mechanikou neni néco
v pofadku (viz kapitola 1) a je potfeba vybudovat mechaniku novou. Tato nova, kvantova
mechanika je zaloZena na soustavé axiomu, tedy na tvrzenich, které se nedaji dokézat. Axiomy
ale shrnuji dosavadni zkuSenosti. Z téchto axiomii se poté tvori celd stavba kvantové mechaniky.
Pokud by postulaty vedly k disledktim, jez by byly v rozporu s experimentem, bylo by tifeba
se jich vzdat. Postulaty kvantové mechaniky jsou vybudoviny pomoci pojmi, se kterymi jsme
se seznamili v pfedchozi kapitole. Muzeme si je tedy nyni stru¢né shrnout.

3.1 Prehled postulati

1. postulat: Stav kvantové-mechanické soustavy je plné uréen vinovou funkei W(x,tq). Prav-
dépodobnost nalezeni ¢astice v elementu dz kolem x je |W¥(zo,t)|*dz

e Pozndmka 1: Prvni postulat je vyjadienim vinové povahy ¢astic spolu s Bornovou in-
terpretaci vinové funkce. Z prvniho postulatu tak vyplyva normaliza¢ni podminka 1.48,
vyjadiujici, ze ¢astice musi nékde byt.

e Pozndmka 2: Na vlnovou podminku jsou kladeny podminky z podkapitoly 1.5.

e Pozndmka 3: Nemusime nutné pracovat s vlnovou funkei coby funkei souradnic W(z, ty),
misto toho si miizeme zvolit jako nezavisle proménnou napt. hybnost a pracovat s funkei
U(p, ty), ze které muzeme ziskat hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice s danou hyb-
nosti. Pro nékteré aplikace, napiiklad pri studiu elektrické vodivosti, je tato reprezentace
vyhodné;jsi.

2. postulat: Pro kazdou méftitelnou veli¢inu v klasické mechanice (poloha, hybnost) existuje
korespondujici operétor.

3. postulat: V experimentu je mozné zmérit pouze hodnoty, které jsou vlastnimi hodnotami
daného operétoru.

Dva vysSe uvedené postulaty mohou byt povazovany za zobecnéni nasich spekulaci, kdy jsme
spojenim de Brogliova vztahu a klasické vlnové rovnice dospéli k ¢asové-nezavislé Schrodinge-
rové rovnici. Zjistili jsme pfitom, Ze energii ziskdme jako vlastni hodnotu urc¢itého operatoru.
Tento konkrétni vysledek ziskany pro energii zde axiomaticky rozsifujeme na vSechny veli¢iny.

e Pozndmka 1: Operatory jsou linearni. Musi byt totiz splnén princip superpozice, tj. viny
je mozné sklddat. Operatory popisujici fyzikalni veli¢iny musi také byt hermitovské. Pak
totiz budou vlastni ¢isla realné, coz bychom u experimentalné métrené veli¢iny ocekavali.
Vice v nasledujici kapitole.

e Pozndmka 2: Spolu se Schrodingerem jsme vyspekulovali operator celkové energie
H=————+V(z) (3.1)
Porovnanim s klasickym vyrazem pro energii

E=L 1vV() (3.2)

2m
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muzeme usuzovat, ze operator pro polohu bude poloha
T—x (3.3)

a operator hybnosti bude

h— —z’h% (3.4)

4. postulat: Jestlize se ¢astice nachézi ve stavu popsaném vinovou funkei W(x,t), pak sada
identickych méreni veli¢iny A povede ke stfedni hodnoté

[ Avdx

A = [ Udz

(3.5)

e Pozndmka 1: Pro normalizovanou vlnovou funkci ¢ (kterou budeme dale uvazovat) je
(A) = / Y* Arpda. (3.6)

e Pozndmka 2: Predstavuje-li operator A veli¢inu zévisejici pouze na poloze (napiiklad
potencialni energie), pak interpretace vyrazu pro stiedni hodnotu je zjevna. Z rovnice

(E) = [ o @A = [Aew @i = [A@Pe 60

vidime, Ze jde o soucet (integral) hodnoty potencidlni energie v ur¢itém bodu nasobené
hustotou pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v tomto bodu. Ctvrty postulat zde tedy déava
jasny smysl. Stejné tak ve stavu ¢ splhujici

Hip = Ep, (3.8)

musi byt primérna hodnota energie rovna energii . To ale snadno dokazeme vynasobe-
nim rovnice 3.8 komplexné sdruzenou vlnovou funkei a prointegrovanim pres cely prostor

/¢*Ff¢dx = /¢*E¢dx = E/¢*¢dx =E. (3.9)

Ctvrty postulat tyto jednotlivé vysledky pro konkrétni veli¢iny ¢i stavy zobecnuje.

5. postulat: Vyvoj kvantové-mechanického stavu se 1idi ¢asové-zavislou Schrédingerovou
rovnici

Lov
th 5 = HV. (3.10)

Jak jsme jiz zminili, s poslednim vztahem se v tomto textu jiz nadale nebudeme potkavat.

Postulaty kvantové mechaniky nam poskytuji navod, jak prejit od klasické mechaniky k
mechanice kvantové. Za¢neme s klasickym vyrazem pro urcitou veli¢inu coby funkci soutradnic,
hybnosti a pripadné ¢asu, A(z,p,t). Kazdou dynamickou veli¢inu jsme schopni takto zapsat,
nebot v klasické mechanice poloha a hybnost plné urcuji stav systému. Pak staci jenom "pridat
st¥isky", tj. nahradit polohu a hybnost jejimi operatory. MéFitelné hodnoty prislusné veli¢iny A
pak ziskame jako vlastni ¢isla operatoru A. Uvedeny postup je dobfe vidét napiiklad v oddile
vénovaném momentu hybnosti (kap. 5).
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3.2 Kvantova mechanika pro systém o vice ¢asticich

Doposud jsme se zabyvali pouze jednou ¢astici pohybujici se ve sméru osy x. Casové nezavisla
Schrodingerova rovnice pak ma tvar

Hip = Ep, (3.11)
kde e
H=——— +V(x). 3.12
2m dx? + V(@) ( )
Zobecnéni na tii dimenze je piimocaré
- h? [ 0 0? 0?
H=——+—+— V. 3.13
2m <8x2 * 0y? * 822) * (8.13)
Zobecnéni pro vice ¢astic pak v podobném duchu
A A « A . h2 h2 h2 K2
H=T\+To+T5+..+Tx+V =— Ay — Ay — Az —....— Ay +V, (3.14)
le 2m2 2m3 2mN
kde A je tzv. Laplaceiuv operator definovany jako
0? 0? 0?
= (3.15)

A=L &L
0x? +8yi2 +az§

|[’ Priklad 10

Zadani: Zapiste Hamiltoniiv operétor pro molekulu Hj .

Reseni: lon molekuly vodiku ma ti Castice, dvé jadra a elektron. V hamiltonianu tak budou
tfi Eleny odpovidajici kinetické energii pro kazdou z Eastic. Potencialni energie je dana
coulombovskym pfitahovanim ¢i odpuzovanim mezi ¢asticemi. Celkové pak dostaneme vyraz.

. h2 A h2 K2 1 ( e2 e2 e2
( .

H = Ap — A, +
B ra—rg) (ra—re) (rB—re)

“oma4 T 2mp Ime ¢ 4rmeg
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4 Zakladni tlohy kvantové mechaniky

V této kapitole se podivame na FeSeni Schrodingerovy rovnice pro nékteré jednoduché situ-
ace vedouci k analyticky TesSitelnym tlohédm. Takovych situaci, které by byly zaroven fyzikalné
noduSenim a aproximacim, kterym se budeme blize vénovat v kapitole 9.

Zacneme s volnou ¢astici. Na tomto trivialnim pripadé si vysvétlime piistup k reSeni tiloh
pomoci ¢asové-nezavislé Schrodingerovy rovnice. Na volnou ¢astici plynule navazeme popisem
castice v nekonecné hluboké potencidlové jamé. Zde si vysvétlime, odkud se bere kvantovani
energie a hybnosti. Na zavér kapitoly se ve strucnosti podivame na velmi dilezity problém feseni
kvantového harmonického oscilatoru, ktery slouzi jako modelovy fyzikalni systém napiiklad pro
vibra¢ni pohyby molekul.

4.1 Volna c¢astice

Abychom nézorné demonstrovali feSeni ¢asové-nezéavislé Schrédingerovy rovnice

h2

—5 oA+ V)= HY = By, (4.1)

(
zacneme s TeSenim nejjednodussiho mozného problému, kterym je volna castice, tj. c¢astice,
na kterou nepisobi zadné sila, tj. V' = 0. Protoze volné ¢astice se pohybuje volné, nejsou na
feSeni Schrodingerovy rovnice (4.1) kladeny zadné okrajové podminky. Uvidime, Ze neexistence
okrajovych podminek vede k tomu, Ze energie a hybnost ¢astice nebudou kvantovany.

Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze Céstice se muze pohybovat pouze v jednom
rozméru. Rovnice (4.1) pak prejde do tvaru

R ()
2m  dx?

= Ey(x), (4.2)

kde jsme vyuzili predpoklad, Ze ¢astice je volna, tj. V = 0. Rovnici (4.2) dale upravime do tvaru

d2  2mFE
— + x)=0. 4.3
(s + ) vto) (4
Protoze celkova energie volné Céstice je rovna kinetické energii ¢astice T' = % a protoze kine-

ticka energie muze byt kladna anebo nulovi, mizeme pro celkovou energii volné Céstice psét
E > 0. Vzhledem k této nerovnosti muzeme zavést substituci

omE
%”2 = 2, (4.4)

kde & > 0 je realné ¢&islo, obvykle oznacované jako vlnové ¢islo. S vyuzitim substituce (4.4)
ptejde rovnice (4.3) do tvaru

(d—2 + /8) W(z) =0, (4.5)

dz?

coZ je obyc¢ejna diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty. Rovnice tohoto typu fesime
metodou charakteristického polynomu. V tomto pripadé je pfislusny charakteristicky polynom

AN+ k2 =0. (4.6)

Resenim dostaneme kofeny
)\1’2 == :I:Zk (47)
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Podle predpokladu o feSeni mizeme zapsat homogenni feSeni rovnice (4.5) ve tvaru
Y(x) = e, (4.8)
Pisobenim operatoru hybnosti p na vlnovou funkci (4.8) dostaneme

. L dy(a)
pi(z) = —ih——

= +hky(x). (4.9)
Z rovnosti (4.9) vyplyvaji vlastni hodnoty hybnosti volné ¢astice ve tvaru
p = *hk. (4.10)

VInovou funkci volné ¢astice proto muzeme zapsat jako

—px

U(x) =eTn . (4.11)

Vyjadiime-li celkovou energii ¢astice pomoci hybnosti p, dostaneme vyraz pro energii ve tvaru

p2 B h2k2
om  2m

(4.12)

Vidime, Ze ani hybnost ani energie volné ¢astice nejsou kvantovany.
Na zavér si shrime vysledky, ke kterym jsme pii odvozeni dogli. VInova funkce pro volnou
¢astici je vlastni funkei hamiltonianu
R ]52 h2 d2

2 A S 4.13
2m 2m dz2 ( )

s vlastni hodnotou neboli energii F = %. Déle vime, Ze vlnova funkce volné ¢astice je i vlastni
funkei operatoru momentu hybnosti p = —ih( %) s vlastni hodnotou p = +hk. Z toho vyplyva,
ze komutator operatori

[T, p] (4.14)

musi byt roven nule. Protoze operatory spolu komutuji (komutator je nulovy), maji spole¢ny
soubor vlastnich vlnovych funkci, a tak lze jednorozmérng pohyb volné ¢astice charakterizovat
pomoci dvou kvantovych ¢isel — kinetické energie £/ = - a hybnosti p. Déle si viimnéme, Ze
de Broglietiv vztah mezi vilnovym vektorem a hybnosti ¢astice jsme zde nemuseli predpokladat,

ale Ze nam vysel z feSeni Schrodingerovy rovnice (4.2) pro volnou ¢astici.

4.2 Castice v nekone¢né hluboké potencialové jameé

Problém ¢astice v nekonecné hluboké jamé nam poslouzi jako vzorovy piiklad kvantové-mechanického
problému, ve kterém se okrajové podminky kladené na feSeni projevi v kvantovani energii a
hybnosti. Uvazujme nejdiive pro jednoduchost jednorozmérny pripad, ktery pak pfirozené roz-
siffme na trojrozmérny piipad.

Predpokladejme, Ze v intervalu (0, a) je potencialni energie V' (x) rovna nule, tj. V = 0. Déle
predpokléddejme, Ze mimo tento interval je potencialni energie nekonecéné, tj. V — oco. Timto
predpokladem jsme si vytvorili potencialni jamu, které je pro ¢éastici uvéznénou uvnitt jamy, tj.

v intervalu (0, a), neproniknutelna, protoze ¢astice nemuze mit nekone¢nou hodnotu energie.

Pro vlnovou funkci ¢astice mimo jamu plati

W(z) =0 (4.15)
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pro x takové, ze x < 0 a z < a. Vyraz (4.15) je vyjadienim skutecnosti, ze ¢astice se mimo
potencialovou jamu nemiize vyskytovat. Kdyz méme vyreSsen problém mimo samotnou jamu,
zbyva nam vytesit pohyb ¢astice v jamé. Pro tento pfipad hledame feseni Schrodingerovy

rovnice
_ 2 d%(a)

2m  dax?

= Ey() (4.16)

pro hodnoty z takové, ze z € (0, a).
Diferencialni rovnici (4.16) fesime pomoci charakteristického polynomu ve tvaru

2mE B

2+ 7 =0 (4.17)

Vzhledem k tomu, Ze celkové energie ¢astice v jamé odpovida jeji kinetické energii (v jameé plati
V' = 0), musi pro celkovou energii platit £ > 0. Proto muZeme zavést stejné oznaceni jako
v kapitole 4.1 rovnice (4.4). Resenfm dostaneme pro A stejny vysledek jako ve vyrazu (4.7).
Obecné TeSeni rovnice (4.16) muzeme tedy zapsat ve tvaru

Y(z) = Ae™*™ + Be~* (4.18)

kde A a B jsou libovolné komplexni konstanty.

Jednim z postulatu, které kladou podminky na akceptovatelnost vinové funkce, je postulét
o spojitosti vlnové funkce. Vzhledem k tomu, Ze mimo interval (0,a) je vlnova funkce nulova
(4.15), musi feSeni (4.18) splhovat nésledujici okrajové podminky

»(0)=0 (4.19)
a
Y(a) = 0. (4.20)
Prvni podminku splnime tak, Ze polozime A = —B, tj. misto obecné vlnové funkce (4.18)
vezmeme jen funkci ve tvaru
Y(x) = Nsin(kx), (4.21)

kde N je normovaci konstanta. Vyuzili jsme pfitom Eulerovu identitu (2.11). Druhou podminku
(4.20) splnime tak, Ze polozime

ka=mn, n=123,..., (4.22)

kde n je prirozené &islo — kvantové ¢islo. V piipadé n = 0 bychom obdrzeli feSeni ¢(x) = 0,
které nema fyzikalni vyznam, nebot ¢astice by se na intervalu (0, a) vibec nevyskytovala.

Jak jsme predeslali, v pfipadé omezeného pohybu, zde neproniknutelnou potencialovou ba-
riérou, dospéjeme k zavéru, ze energie i odpovidajici vinové ¢islo jsou kvantovany

kn="n n=1,2,3,..., (4.23)
a
Th?
By=g—n’, n=123,... (4.24)

a ze kvantovani vyplyva z okrajovych podminek (4.19) a (4.20). VInové funkce prislusejici
energiim danym vztahem (4.24) jsou

Yn(r) = Nsin 2 n=1,2,3,.... (4.25)
a
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V tento okamzik nam zbyva jediné, urcit normovaci konstantu N ze vztahu (4.25). Uréime
ji tak, ze pozadujeme, aby se Castice nachazela nékde uvnitt jamy

/ IN|2sin? T de = 1, (4.26)
=0 a

2 .
N =/ —e" 4.27
Ve (a.21)

kde « je libovolné realné ¢islo. Vidime, Ze vlnova funkce ¢(x) je urCena az na fazovy faktor
exp(ic), ktery se zpravidla voli roven jedné.

Diskutujme nyni dosazené vysledky. Energie E,, stacionarnich stavi (ziskali jsme je feSenim
¢asové-nezavislé — stacionarni — Schrédingerovy rovnice (4.16)) jsou vétsi nez nula. Stav s energii
E,, = 0 neni pro jamu o konec¢né Sitce a mozny. Energetické spektrum, neboli soubor vsech
energii, je diskrétni a nedegenerované, tj. vlastnimu ¢&islu (energii) pfislusi jen jedna vlnova
funkce. A konec¢né, energie E, jsou tmérné kvadratu kvantového &isla n?.

Vlnové funkce 1, (x) pro ¢astici v nekone¢né potencialni 1D jameé jsou ortonormalni

ktery integraci vyfesime a obdrzime

/0 U () () = B, (4.98)

kde 0,,, je Kroneckeruv symbol, ktery se rovna jedné, paklize m = n, kdyz m # n je roven
nule. Vyraz (4.28) je jen jinym zptisobem zapisu ortonormélnosti dvou funkei. Vinové funkce
Y (z) déle tvori uplnou bazi na prislusném Hilbertové prostoru. Poéet uzlovych bodd, tj. téch
kde 1, () = 0, je roven n — 1.

Rozsiteni na trojrozmérny problém je pomérné intuitivni. Uvazujme potencidlni energii
V(z,y,2) = 0 vSude voblasti 0 < z < a,0 <y <bal <z <c kde a,b,c jsou rozméry
uvazované jamy. Mimo tuto oblast je potencialni energie nekone¢né, V' — oo.

Schrédingerova rovnice pro tento problém je

72 2 2 2
~ o3 (% + 88_3/2 + %) U(x,y,2) = EY(z,y, 2) (4.29)
a jeji feSeni je mozné hledat ve tvaru (metoda separace proménnych)

U(x,y, 2) = Y (2)1hy (Y)Y (2). (4.30)
Dale predpokladame, Ze celkovou energii mizeme vyjadrit jako soucet
E=E,+E,+E.. (4.31)

Obdobnym postupem feSeni popsanym pro 1D pripad dospéjeme k vysledku, Zze vlnova funkce
castice v 3D jame je

/8 l
Vi (2, Y, 2) =\ — sin °2 gin T i m, I,bm,n=1,23,... (4.32)
abc a b c

a ji odpovidajici energie

B - T2 h? (l2 m2 n?

_+_+§>’ l7m7n:172737 (433)

2m \ a? b2

Na rozdil od 1D pripadu jsou zde degenerované energetické hladiny. To znamena, ze dané
energii odpovidé nékolik linedrné nezavislych vinovych funkei.
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4.3 Harmonicky oscilator

Harmonicky, nebo presnéji linedrni harmonicky oscilator je jednou z fyzikalné dilezitych tuloh,
pro kterou lze najit analytické feSeni Schrodingerovy rovnice. Dilezitost linedrntho harmo-
nického oscilatoru (LHO) plyne z toho, Ze jeho potencialni energie odpovida prvnim ¢leniim
Taylorova rozvoje obecného potencialu V' (z) v okoli minima = = x

V() = V(xo) + (%)x:wo (0 —20) + 5 (%)m:m (b — 2?4+ (434)

Prvni derivace potencidlu je v minimu rovna nule, navic omezime-li se pouze na rozvoj do
druhého fadu a zvolime-li vhodnou referen¢ni hladinu, napiiklad odectenim hodnoty V'(zo),
vztah (4.34) se zjednodusi do tvaru

v&»=3(§¥>$%@—m@{ (4.35)

ktery odpovida potencidlu LHO. Podobnym zpiisobem miuZeme postupovat i v piipadé vice
dimenzi nebo u vicecasticovych systémi.

Napriiklad vhodnou volbou tzv. normalnich souradnic mizeme popisovat pomoci systému
nezéavislych LHO vibrace viceatomovych molekul. Na druhou stranu si musime byt védomi
jistych omezeni tohoto modelu. Zasadnim omezenim je skutecnost, ze pfi zvétsovani souradnice
x — oo roste sila F' = —i—‘; nade vSechny meze, coz je nefyzikalni zavér. U redlnych systémi
dojde pii prekroceni jisté mezni vychylky z rovnovazné polohy k disociaci systému, coz vede
k pozadavku, Ze pti x — oo musi potencial nabyvat kone¢né hodnoty.

Pii feseni 1D LHO vyjdeme ze Schrédingerovy rovnice, kde za potencialni energii systému

dosadime potencial LHO
R dz 1
(——— + —mw2x2) Y(z) = EY(x). (4.36)

Schrédingerova rovnice (4.36) je diferencialni rovnici s nelinearnimi koeficienty u nulté derivace.
Tento typ rovnice se Tesi tak, Ze nejprve rovnici upravime do tvaru

d? omE  m2uw?
e

72 = x2> P(x) = 0. (4.37)

Rovnice ve tvaru (4.37) se déle Fesi zavedenim bezrozmérnych proménnych

mw

* 28
A= —. 4.39
= (4.39)
Rovnice (4.37) tak piejde do bezrozmérného tvaru
d*(€
4 - et - (4.40)

Pri Teseni se dale postupuje tak, ze nejprve hledame asymptotické feSeni vlnové funkce v pro
¢ — £00, kdy v rovnici (4.40) mizeme ¢len s A zanedbat, protoze ve srovnéni s ostatnimi ¢leny
je maly. Vysledkem je asymptotické TeSeni ve tvaru

2 £
2

P(§) =Ae” 7 + Be?, (4.41)

44



kde A a B jsou libovolné konstanty. Pro znaménko plus ve vyrazu (4.41) vinova funkce diverguje
a nelze ji normovat, proto se vlnova funkce () asymptoticky chova jako funkce

W(E) = Ae~ 5 (4.42)

a tak muzeme FeSeni rovnice (4.40) hledat ve tvaru
_&
(&) =v(fe 7, (4.43)

kde v(&) je zatim neurcené funkce. Dosadime-li pfedpokladané feseni (4.43) do rovnice (4.40)
dostaneme po malé upravé diferencidlni rovnici
d?v dv
— —2—=+A—-1v=0. 4.44
e T Rl (141
Diferencialni rovnice (4.44) se fesi pomoci rozvoje hledané funkce v mocninou fadu, kde na-
konec dojdeme k rekurentnimu vztahu mezi koeficienty fady. Aby funkce v(§) pro £ — +oo
nedivergovala, musi dosud neurcité A\ splnovat podminku

A=2n+1, n=012.... (4.45)

S piihlédnutim ke vztahu (4.39) dostaneme pro energie stacionarnich stavi

1
En:ﬁw(n+§), n=0,1,2,.... (4.46)

Vidime, ze kvantovani energii je opét dano okrajovymi podminkami kladenymi na uvazovany
systém. Z rovnice (4.46) také plyne, ze kdyz za n dosadime n = 0, neboli po¢itame energii

nulové hladiny LHO, dostaneme

Eo = % (4.47)

Energie zékladniho stavu je tak nenulova. To je podstatny rozdil oproti klasické fyzice, kde
¢astice mize mit nulovou energii v minimu potencialni energie V' (x). Nenulovost energie tzce
souvisi s relacemi neurcitosti. Energie (4.47) je nékdy oznacovéana jako energie nulovych kmiti a
Ize ji napiiklad ovérit v pripadé kmittu krystalové mfizky, kde na rozdil od klasické fyziky vlivem
nenulovosti kmitii nevymizi rozmazani difrakéniho obrazce ani pfi snizovani teploty k absolutni
nule 7' — 0.

Provedeme-li zpétné dosazeni vsech pouzitych substituci a provedeme-li normalizaci vinové
funkce, ziskdme vlnové funkce LHO ve tvaru

1 1 z
(1) = —— e T2 (6), m=0,1,2,..., (4.48)

VT \/onplrs

kde funkce H, () je funkce v(§) ze vztahu (4.43) a nazyvame je Hermitovy polynomy

H,(¢) = (—1)%52%@—5 (4.49)

K’ Priklad 11

Zadani: Molekula HCl silng absorbuje v infracervené oblasti spektra u 2991 cm™!. Spoctéte
silovou konstantu k pro tuto molekulu.

Reseni: Zapiseme AFE = hy = h$ =h % a vyjadiime k
2

k = 42 (;) 4 =516,3N-m".
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5 Moment hybnosti

Momentem hybnosti na prvni pohled nepiisobi jako téma, které by bylo pro chemika obzvlasté
pal¢ivé. Ve skutecnosti je ale z kvantové teorie pro chemika malo co dulezitéjsiho. V této kapitole
se budeme zabyvat vyhradné orbitalnim moment hybnosti L, spin odsuneme do kapitoly 6.

Povidani o momentu hybnosti za¢neme jeho definici z klasické mechaniky. Vybaveni apara-
tem zékladnich kvantové mechanickych operatorti — polohy a hybnosti, odvodime operatory pro
moment hybnosti a komuta¢ni relace mezi nimi. Ukazeme, Ze kdyz operatory komutuji, zna-
mené to, ze maji spoleéné vlastni funkce. Toho déle vyuZijeme pfi feSeni vlastniho problému
operatorti momentu hybnosti.

Pro popis rota¢niho pohybu nejsou pfilis vhodné kartézské soutadnice. Zavedeme si proto
vhodnéjsi souradné systémy a ukdzeme, jaké vyhody pri feSeni problémi s momentem hybnosti
poskytuji.

5.1 Operator momentu hybnosti
7 Kklasické fyziky vime, Ze pohybujici se ¢astice o hmotnosti m rychlosti v nese hybnost
p=muv. (5.1)
Rotace c¢astice je spojena s momentem hybnosti
L=rxp, (5.2)

kde r je pozice ¢astice vii¢i zvolenému pocatku. Znaménko x znamené vektorovy soucin. Vektor
momentu hybnosti pak muzeme zapsat ve formé

i j k
L=|2 vy =z |, (5.3)
Pz Dy P

kde i, j a k jsou jednotkové vektory ve sméru os x, y a z.

P1i odvozeni kvantové mechanického operatoru momentu hybnosti, vyjdeme z toho, zZe mo-
ment hybnosti L je vyjadien pomoci pozice r a hybnosti p, pro které zname ptislusné operatory
(viz vztahy (2.28) a (2.27) v kapitole 2)

p=—ilV a F=r. (5.4)

Dosazenim operatori (5.4) do defini¢niho vztahu momentu hybnosti (5.2) ziskdme operator
hybnosti

L = —ih(r x V). (5.5)

Pro jeho slozky plyne z (5.3)
£, = 6, - 45, = —ih (y§ - a%) , (5.6)
@zﬁ@—i@-—%(ﬁ%—x£>, (5.7)
L. = &, — g, = —ih (x(% - %) (5.5)
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P1i odvozeni komutacnich relaci mezi slozkami momentu hybnosti vyjdeme ze zédkladni ko-
mutacni relace mezi pozici a hybnosti

[0,pd] =ih a [q,p) =0, ¢ #n, (5.9)

kde ¢ i n znaéi libovolnou slozku kartézského prostoru. S vyuZitim vztahta (5.9) odvodime
komutac¢ni relace mezi slozkami momentu hybnosti

(L., L,) = ihL., [L,,L.]=ihL,, [L., L, =ihL,. (5.10)

ProtozZe je moment hybnosti vektor, mizeme definovat, jako u kazdého vektoru, jeho velikost.
V kvantové mechanice je uzite¢né pracovat s kvadratem velikosti. Definujme kvadrat operatoru
momentu hybnosti A R A R
L2 =12+ L2+ L2 (5.11)
a odvodme komutaé¢ni relace mezi kvadratem momentu hybnosti a slozkami momentu hybnosti.
Protoze plati o o
[A2, B] = [A, BJA+ A[A, B], (5.12)
muzeme napiiklad pro z-ovou slozku momentu hybnosti psat

~ ~ ~

[L2,L.) = [L2+ L3+ L2, L) = (L2, L) + (L2, L] + [L2, L.] =
(Lo, L)Ly + Ly[Ly, L.] + [Ly, L)L, + Ly[L,, L.] +0 =
< —ihL,L, —ihL,L, +ihL,L, +ihL,L, = 0. (5.13)

([

Uprava oznacené jako a plyne z toho, Ze komutator je linearni v prvni argumentu. Uprava b
vychazi ze vztahu (5.12) a déle z toho, ze [L2, I:Z] = 0, protoze operator komutuje sim se sebou
vzdy. Uprava ¢ je dosazenim z difve odvozenych komutaénich relaci (5.10). Analogicky jako pro
z-ovou slozku muzeme komutacni relace odvodit i pro ostatni slozky

&,

. =0. (5.14)

Vztah (5.14) ma zasadni dilezitost, uré¢uje maximalni moznou informaci, kterou mizeme ziskat
pri méfeni momentu hybnosti kvantové c¢astice, tedy soucasné mizeme zmérit pouze kvadrat
velikosti vektoru momentu hybnosti a jednu jeho slozku, konvenéné se voli z-ova slozka.

5.2 Vlastni cisla operatorit momentu hybnosti

V kapitole 3 jsme uvedli jeden z postulati kvantové mechaniky, Ze mérenim dané veliciny
ziskame vlastni ¢isla prislusna operatoru, ktery zastupuje mérenou veli¢inu. Proto vysledkem
méfeni momentu hybnosti budou vlastni ¢isla operatoru momentu hybnosti. Vztah (5.14) nam
rika, 7ze souCasné muzeme zmérit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jeho z-ovou slozku.
Protoze vlastni ¢isla operatori jsou urcena rovnici vlastniho problému, zapiSeme si prislusné
vlasti problémy téchto dvou operatoru

[2Y =Y

LY =bY,

kde Y je spole¢na vlastni funkce operatori L2 a L., protoze z kapitoly 2.2.2 vime, ze kdyz dva
operatory komutuji, maji spole¢ny soubor vlastnich funkci, b a ¢ jsou vlastni ¢isla ptislusnych
operatoru. V odvozeni nize ukazeme, ze vlastni ¢isla operatoru kvadratu momentu hybnosti
jsou

c=hI1+1) kde 1=0,1,2,... (5.15)
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a vlastni ¢isla operatoru z-ové slozky momentu hybnosti jsou
b=hm kde m=0,+1,42,..., %l (5.16)

Vidime, ze vlastni ¢isla, tj. méritelné hodnoty, nemohou byt libovolné, ale nabyvaji konkrétnich
diskrétnich hodnot. Rikdme, Ze moment hybnosti je kvantovan. Pisobeni operatoriit momentu
hybnosti na vlnovou funkci miizeme zapsat jako

L2=RI(I+1)| kde 1=0,1,2,... (5.17)

L,=hm| kde m=0,+1,+2, ...+l (5.18)

Pro zajemce nyni odvodime relace (5.17) a (5.18). Vratme se zpét k rovnici (5.14) a zapiSme
si vlastni problémy prislusnych operatoru

LY = \Y)" (0-1)

-[:zYlm = mYEmu (0_2)

kde Y, je vlastni funkce operatori L2 a L.. Abychom si pfi odvozeni usnadnili zapis vztahi,
predpoklddédme, Ze pracujeme v takové soustavé jednotek, kde mizeme polozit i = 1. R
Nasim cilem je odvodit vyrazy pro vlastni ¢isla A; a m. Zavedme novy operdtor L2 + L2 =

L2— Eg, ktery vznikne pfepsanim operatoru kvadratu momentu hybnosti (5.11). Pak s vyuzitim
vztahi (O-1) a (O-2) dostaneme

(L2 + L)Y = (N = m?)Y"™ (0-3)

Protoze vlastni ¢isla hermitovského operatoru jsou realnéa (viz kapitola 2) a protoze kvadrat
realného ¢isla je ¢islo vétsi nebo rovno nule, mizeme ze vztahu (O-3) vyvodit, Ze mozné hodnoty
m jsou shora i zdola omezené, protoZze m? nemiize byt vétsi nez \;. Proto existuje minimalni
a maximalni hodnota m, které po fadé oznac¢ime jako m,in & Monaz-

Déle si definujme tzv. posuvné operatory

L, —L,+il, a L[ —L,—iL, (0-4)

Aplikaci rovnic (5.10) a (5.14) odvodime pfislusné komutaé¢ni relace pro posuvné operatory ve
tvaru

(L2, L] =0, [L. Li]=+L.. (0-5)
Nechame-li ptisobit operator L+ na stav Y," dostaneme
L2L.Y™ 2 Lo L2Y™ = N L. Y™ (0-6)
a A A A A A A
L.L.Y™ & (Lol + L)Y < (m+ 1)Ly, (0-7)

Uprava a vyplyva piimo z piisluiného komutatoru (O-5). Uprava b vyplyvé také z piisluiného
komutatoru (O-5), ale jiz neni tak pfimocara. Komutator je potfeba si rozepsat

[ Ls) = [uLs — [aln = +L.. (0-8)

Sikovnym preusporadanim komutétoru (O-8) dostaneme tpravu b. Upravu ¢ pro piehlednost
rozepiSeme

(LiL, + Lo)Y™ = (Lo L)Y £ LyY™ =mLyY" + LLY,™ = (m + 1)L Y™ (0-9)
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Z vyrazu (O-6) plyne, Ze LiY e vlastni funkef operétoru L2 vlastnim ¢islem A;. Ze vztahu
(O-7) obdobné dostaneme, ze LiY je vlastni funkef operatoru L, s vlastnim &slem m + 1.
Schopnost operatori Ly ménit hodnotu m o +1 jim dala jejich jméno — posuvné.

Protoze hodnota m je ohrani¢end mezi m,in & Mmas je logické, Ze

L Yo = () (0-10)

L_Y;™min =), (O-11)

protoZze ani v jednom piipadé neni mozné se posunout na vyssi/nizsi hodnotu m nez je maxi-
malni/minimélni hodnota. Z rovnic (O-10) a (O-11) se muzeme vhodnou tpravou, rovnice vzdy
zleva vynasobime druhym posuvnym operatorem a vyuzijeme identity LyL, = L?—L,(L,£1),
dostat k rovnicim

A= Munaz(Mipaz +1) =0 & N — Mypin(Mypin — 1) = 0. (O0-12)
Jejich spojenim dostaneme rovnici
msnax - m72’nin + Mnaz + Mimin = 0. (O-13)

Rovnici feSme jako rovnici pro nezndmou my,,,. Vysledkem je ma0 = {—mMmin; —1 + Minin }-
Protoze Munar > Mpin, je jedinym fesenim rovnice (O-13)

Mmaz = —Mmin- (0—14)

Z rovnice (O-7) vime, Ze hodnoty m se méni po jednic¢ce. Proto my,ap — My musi byt celé
kladné ¢islo, coz muzeme zapsat jako 2[. Pak plati m,ae — Mmin = 20 & Mppae + Monin = 0.
Spojenim téchto podminek dostaneme

Mpaz = l; Mmin = —l. (0_15)

Ze vztahu (O-15) dale plyne, Ze existuje 2/ + 1 moznych hodnot m, m = —1[,...,0,...,+[, pro
kazdou hodnotu [. Kdyz (O-15) dosadime do rovnice (O-12), odvodime, ze

AN =1(l+1). (O-16)

Kdyz se vratime zpét ke klasické soustavé jednotek, tj. h # 1, prejde vyraz (O-16) do tvaru
No=I(l+1)R?, (O-17)
coz je vyraz (5.15), ktery jsme chtéli odvodit. [ |

Na zavér této kapitoly se zastavme u toho, jak se komutac¢ni relace mezi operatory a z nich
plynouci soucasné méritelné veli¢iny, projevi u méreni momentu hybnosti. Z komutacnich re-
laci (5.10) vidime, Ze operéator z-ové slozky momentu hybnosti nekomutuje se zbylymi dvéma
operatory slozek momentu hybnosti. To znamena, Ze soucasné nemuzeme zméfit vSechny tii
slozky vektoru momentu hybnosti. Ale protoze operator z-ové slozky momentu hybnosti ko-
mutuje s operatorem kvadratu momentu hybnosti (viz relace (5.14)), mizeme souc¢asné zméerit
jednu slozku, typicky z-ovou, vektoru momentu hybnosti a kvadrat velikosti vektoru momentu
hybnosti. Grafickd reprezentace vyse uvedeného se oznacuje jako vektorovy model momentu
hybnosti L. Vektorovy model (obrézek 7) je vhodnou reprezentaci prostorového kvantovani, tj.
faktu, ze velikost a prostorové orientace vektoru momentu hybnosti nemuze byt libovolna, ale
nabyva diskrétnich hodnot danych vlastnimi ¢isly operatori [2al,.

Na priumétu 3D vektorového modelu, napiiklad do roviny zy, si muzeme graficky vysvétlit
vyznam posuvnych operatoru (obrazek 8). Operator L:r posouvé kvantovy stav Y, do nového
stavu s hodnotou kvantového ¢isla m o jednicku vétsi, tj. stavu Ylm+1. Na druhou stranu operétor
L_ posouva kvantovy stav ¥, do nového stavu s hodnotou kvantového ¢isla m o jednicku mensi,
tj. do stavu Yl(m_l).
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| L| = npi+1)1"

\/

<

X

Obrazek 7: Vektorovy model momentu hybnosti. ProtoZe jednotlivé slozky vektoru momentu
hybnosti spolu nekomutuji, nemizZeme soucasné zméfit vice nez jednu slozku, konvencné se
voli z-ovd slozka. Ostatni slozky, x-ovd a y-ovd, jsou tudiZ neurcené, coZ se zndzorniuje po-
moci rotaéniho kuZele. Velikost |L| vektoru momentu hybnosti komutuje se vSemi slozkami,
proto je soucasné méfitelnd spolu s jednou slozkou. To znamend, Ze o vektoru momentu hyb-
nosti z mereni dostaneme idaje o velikosti a primétu do z-ové osy. Prostorové kvantovdni
momentu hybnosti je pak ddno vlastnimi ¢isly operdtori L? a L,.

Obrazek 8: Cinnost posuvnijch operdtori si miZeme predstavit tak, Ze operdtor L, meént
kvantovy stav Y™ na kvantovy stav YlmJrl a operdtor L_ méni kvantovy stav Y™ na stav
Yyt

!

5.3 Operator momentu hybnosti v polarnich souradnicich

P1i popisu daného systému volime takovy souradny systém, aby byl popis co mozna nejjedno-
dussi. V pripadé primocarého pohybu je nejvyhodnéjsi souradny systém pravotuhlych kartéz-
skych souradnic (x,y, z). Tento systém uz ale neni vhodny pro popis rota¢nich pohybiu, protoze
popis kfivosti je v ném komplikovany. Proto byly zavedeny kiivocaré systémy soutfadnic, které
jednoduse popisuji rota¢ni pohyby.
Zakladni soustavou kfivocarych souradnic v 3D prostoru je sféricka soustava (7,0, ¢), kde
r je vzdalenost bodu od zvoleného pocatku, 6 je thel, ktery svira pruvodi¢ uvazovaného bod
s osou z a ¢ je uhel, ktery svird pruvodi¢ s osou z. Abychom mohli pfejit od kartézského
soufadného systému do sférické souradné soustavy, musime odvodit transformac¢ni rovnice, které
jednozna¢né urcuji transformaci soufadnic (z,y, z) — (r,0, ¢). Z geometrickych uvah odvodime
transformad¢ni rovnice
x = rsinf cos ¢, (5.19)

y = rsinfsin ¢ (5.20)
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z =rcosb. (5.21)

Obdobné odvodime transformaéni rovnice pro inverzni transformaci (r, 0, ¢) — (z,y, 2)

r? =2 +yt + 22 (5.22)
cosf = z/r (5.23)

a
tan ¢ = y/x. (5.24)

Dale nés bude zajimat, jaky zptisobem se zméni operatory momentu hybnosti, kdyz od
kartézskych souradnic prejdeme k souradnicim sférickym. Protoze ve vyrazech (5.6), (5.7) a (5.8)
pro operatory slozek momentu hybnosti vystupuji parcialni derivace, nejprve si tyto derivace
vyjadiime

or ) or _ ) or
Fr sin 6 cos ¢, o sin 6 sin ¢, 5, — o 0, (5.25)
@ _ cos@cos¢7 @ _ Cosesmgb’ % _ _sm9 (5.26)
ox r dy r 0z r
a .
@ _ sing dp  cos¢ % _o (5.27)

dr  rsinf’ Oy rsinf 0z
Pomoci vztahi (5.25), (5.26) a (5.27) a pravidlu o derivaci slozené funkce odvodime vyrazy pro
operatory slozek momentu hybnosti ve sférickych souradnicich

L, =ih (smqﬁ + cot f cos ¢ a¢) (5.28)
L, =ih —cosgzﬁa + cot 0 si gb (5.29)
y =1 50 in 9 .
* 9
o= i (5.30)

Z rovnice (5.30) vidime, pro¢ se konvenéné pracuje se z-ovou slozkou momentu hybnosti, protoze
jeji vyjadreni ve sférickych soutfadnicich je nejjednodussi.

KdyZz méame vyjadieny jednotlivé operatory slozek momentu hybnosti ve sférickych sourad-
nicich, neni problém vyjadrit ve sférickych soutradnicich i operator kvadratu momentu hybnosti

. 1 0 0 1 02
2 = — 2 _—
L n Lin@@@ (Sm939> * sin298¢2} ‘ (5:31)

5.4 Pohyb castice po kouli

V tento okamzik mame potrebny aparat k tomu, abychom mohli vyfesit problém pohybu ¢éstice

s momentem hybnosti. Nasim cilem bude nalézt vlastni funkce ¥(r, 0, ¢) operatort I2 a L..

Tento jednoduchy problém ndm poslouzi v kapitole 8, kde budeme Tesit vodikovy atom.
Zapisme si nejprve vlastni problémy operatoru L? a L,

L2(r,0,¢) = I(l + 1) (r,0,0) (5.32)

Lp(r, 8. ¢) = mh(r,6, ), (5.33)
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kde jsme za vlastni ¢isla dosadili ze vztaht (5.15) a (5.16). ProtoZe operator L? ani operator
L, neptsobi na souradnici r, mtizeme provést separaci proménnych

U(r,0,9) = R(r)Y (6, ¢), (5.34)

kde R(r) je radialni ¢ast vinové funkce a Y (0, ¢) je angularni ¢ast vinové funkce, kterou ozna-
¢ujeme jako sférické harmoniky. Diky separaci proménnych se problém pohybu c¢astice v 3D
prostoru rozpadl na pohyb ¢astice po kulové sféfe, popsany pomoci sférické harmoniky a na
vySetfeni pohybu ¢astice po daném orbitu ve vzdéalenosti r od zvoleného pocatku, ktery je po-
psany radialni ¢asti vinové funkce. Separace proménnych (5.34) umoznuje zvlast vysetfit pohyb
po kulové sféfe a zvlast radialni pohyb. V tuto chvili nas zajima pouze pohyb po kulové sféfe,
proto budeme déle pracovat jen s vinovou funkei ve tvaru sférické harmoniky Y (6, ¢).

Operator L, ptisobi pouze na souradnici ¢ (viz vztah (5.30)), proto muzeme piedpokladat,
ze i sférické harmoniky miiZzeme separovat

Y(0,9) = 0(0)2(0). (5.35)

Vytesme nejprve vlastni problém (5.33), kde za operator L, dosadime ze vztahu (5.30) a dale
vyuzijeme separaci proménnych (5.35)

0P
—1hO— = . .
ih© 9 mhO (5.36)
Rovnici déle upravme
do
—i = mde (5.37)

a dostaneme oby¢ejnou diferencialni rovnici pro ®(¢). Integraci rovnice (5.37) ziskame FeSeni
ve tvaru

P = Ae'™?, (5.38)

kde A je integracni konstanta. Tu uréime z normovaci podminky

2 21
/ P*ddg = A2/ dp =24°1r=1= A= (5.39)
0 0

1
Vor
Uprava a plyne z nésledujiciho

PP = e Ml = 0 = 1. (5.40)

Integracni meze ve vztahu (5.39) plynou z toho, Ze ve sférickych soufadnicich plati ¢ € (0; 27).
Sférickou harmoniku Y (0, ¢) tak mizeme zapsat jako

Y (0,0) = 0(0)®(p) = O() =—e"™?. (5.41)

Dosazenim sférické harmoniky (5.41) do vlastniho problému (5.32) operdtoru L? a FeSenfm
vzniknuvsi diferencialni rovnice bychom dosli k zavéru, ze se jedna o typ diferencialni rovnice,
kterd se fesi pomoci ortogonalnich polynomii, konkrétné pomoci pfridruzenych Lagendrovych
polynomi S}ml(cos 0). Pak se ukaze, ze plati

O(cosb) = 5™ (cosh). (5.42)

Vyslednou sférickou harmoniku Y, tak mtzeme zapsat ve tvaru

Y0, ) = Ny S™ (cos )™, (5.43)
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kde Ny, je normovaci faktor

N \/(z — [m\(2l + 1) (5.4

(1 + |ml)!

Zaver naseho snazeni je nasledujici. Pohyb ¢astice po kulové sféfe mtuzeme popsat pomoci
sférickych harmonik, neboli angularni ¢ast vinové funkce ¢ (r, 6, ¢). Sférické harmoniky Y, (6, ¢)
zéavisi pouze na tthlech 0 a ¢ a jsou parametrizovany dvojici kvantovych ¢islech [ a m. Obecné se
jedna o komplexni funkce, na jejichz zobrazeni bychom potiebovali 6-ti dimenzionalni prostor
(jedna se o 3D funkce v komplexni roving). Proto nezobrazujeme piimo sférické harmoniky, ale
jejich linedrni kombinace.

5.5 Enmergie pohybu po sfére

Budeme-li chtit urcit energii ¢éstice, kteréa se pohybuje po kulové sféfe, zapiSeme vlastni problém
pro energii, tj. Schrodingerovu rovnici s hamiltonianem ve tvaru

H=—-—V? 5.45
o (5.45)
kde predpokladéme, Ze ¢astice se nepohybuje v zadném potencialu, tj. V' = 0. Protoze hamil-
tonian H komutuje s operatory L? a L., maji tyto operatory spolecny soubor vlastnich funkei,
kterymi jsou sférické harmoniky Y;™.
Budeme postupovat tak, Ze si operator V? vyjadifme ve sférickych soufadnicich
B 9?2 20 1

+=— + =A% (5.46)

2 —_—
v_37’2 ror 72

kde operator A? je legendrian, ktery piedstavuje angularni ¢ast operatoru V2

, 1 1 9 .0
 sin? 0 0¢p? + sin 6 00 Sme@H' (5.47)

ProtoZze nés zajima pouze pohyb po kulové sfére, kde se neméni soufadnice r zredukuje se
operator V2 na A%, Uvédomime-li si, Ze moment setrvacnosti je definovan jako I = mr?, mtiZzeme
Schrédingerovu rovnici pro pohyb na kulové ploSe zapsat jako

. 2[F
A?Y™ = —FYZ : (5.48)
Déle je mozné ukazat, ze plati
A*Y" = (1 + 1)y (5.49)

Porovnanim rovnic (5.48) a (5.49) dostaneme pro energii

h2
Eipy =11 +1) 7, (5.50)

kde kazdy energeticky stav Ej, je 2l + 1 degenerovany.
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Priklad 12

Zadani: Délky vazeb jsou urcovany ze spektroskopickych méreni, kterd jsou velice presna.
Z rotacniho spektra HCl jsme odvodili, Ze B = 10,59342 cm™—!. Hmotnosti 'H a 3°Cl jsou
1,0078250 a 34,9688527 a.u. Odvodte délku vazby v molekule HCI.

Reseni: Pro rotacni konstantu B plati

B h
-~ 8m2ucrd’

kde u je redukovana hmotnost. Pak

[ h
=,/——— =1,274553-1071° m.
"o 8m2ucB ’ m
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6 Elektronovy spin

Elektronovy spin je veli¢ina ponékud zadhadna. Je to veli¢ina, kterd nemé obdoby v klasickém
svété. Do kvantové mechaniky se spin dostal jako experimentalni fakt: z fady experimenti
totiz vyplyvalo, ze kromé orbitadlntho momentu ma elektron jesté néjaky dodateény moment
hybnosti. V nerelativistické kvantové teorii jeho existenci prosté postulujeme. Elektronovy spin
ovSem prirozenym zpusobem vyplynul ze snahy vytvorit relativistickou kvantovou teorii, viz
kapitola 21. Toto téma jde vSak za rdmec naseho stru¢ného textu.

6.1 Pojem spinu

Spin je vlastni moment hybnosti Castice, kupfikladu elektronu. V nasledujicich oddilech se
stru¢né seznamime s tim, jak se vlastné na existenci spinu pfislo.
V kapitole 5 jsme se blize seznamili s orbitalnim momentem, ktery je v klasické fyzice
definovan vztahem
L=r xp, (6.1)

kde r je kolméa vzdalenost od osy otaceni a p = mv je hybnost. Moment hybnosti L oznac¢ujeme
jako orbitalni z toho divodu, Ze objekt, ktery obih& okolo daného stfedu po tzv. orbitu, méa
nenulovy orbitalni moment. V pripadé atomu si mizeme predstavit elektron, ktery obiha kolem
atomového jadra. Protoze elektron nese elementarni nédboj e, generuje pii svém orbitalnim
pohybu proudovou smycku, ktera vytvari magnetické pole. Silu takto vzniklého pole méfime
pomoci magnetického momentu spojeného s orbitalnim momentem hybnosti

e

pL = — (6.2)

2m,
Vztah (6.2) je uveden pro piipad elektronu — hmotnost m, a naboj e. Obecné by ve vztahu
figurovala hmotnost ¢astice m a naboj ¢astice q.

Uvazujme nyni atom, ve kterém rotuje elektron. Takovyto atom miize mit nenulovy magne-
ticky moment, ktery jsme schopni zmétit napiiklad pomoci vychylovani sméru atomu v neho-
mogennim magnetickém poli. Potencialni energie interakce magnetického momentu s vnéjsim
magnetickym polem je

Uint = —p1- B = —|u| B cos 0,

kde p je magneticky moment, B je magnetickd indukce vnéjsiho pole a 6 je thel, ktery sviraji
tyto vektory. Bez tijmy na obecnosti zvolme smér magnetického pole ve sméru osy z, pak
dostaneme

Uint = —p:B = (;h > mB (6.3)
e

Vyraz v zéavorce ve vztahu (6.3) se oznacuje jako Bohriv magneton a ma hodnotu pup =

9,27-10724JT~L. Vidime, Ze ve vnéjsim magnetickém poli zavisi energie elektronu na magne-

tickém kvantovém cisle m.

Tak napftiklad elektronovy stav s vedlejsim kvantovym ¢islem [ = 1 (p-orbital) by se mél ve
vnéjsim magnetickém poli rozstépit do tii raznych stavii s riznou energii podle hodnot mag-
netického kvantového cisla m = —1,0,1. To vede k rozstépeni puvodni jediné spektralni ¢ary
v atomovém spektru do tripletu, pficemz vzdalenost mezi ¢arami zavisi na velikosti magnetic-
kého pole, tj. magnetické indukei B (viz obréazek 9). Stépenf spektralnich ar v magnetickém poli
se nazyva Zeemanuv jev po svém objeviteli holandském fyzikovi Zeemanovi, ktery ho poprvé
pozoroval v roce 1896. Zeemantv jev je tak pfimym experimentalnim potvrzenim prostorového
kvantovani momentu hybnosti.®

“Ve skutecnosti je §tépeni ¢ar v magnetickém poli komplikovanéjsi diky spinu.
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Obrazek 9: kS'Vtépem’ car v magnetickém poli.

Ve skutecnosti se ukazalo, ze stépeni atomovych hladin v magnetickém poli mize byt o dost
jev) bylo mozno vysvétlit zavedenim dodatetného momentu hybnosti elektronu, tedy spinu.
Nejjasnéjsi experimentalni ditkaz existence spinu podal experiment provedeny v roce 1922 Otto
Sternem a Walterem Gerlachem. Tento experiment si proto probereme dukladnéji.

6.2 Sterntv-Gerlachiiv experiment

Experimentalni aparatura (viz obrazek 10) Sternova-Gerlachova experimentu sestéavala z picky,
ve které se zahtivaly atomy stiibra. Pary stiibra opoustély picku malym otvorem a vytvérely
paprsek atomii. Paprsek prochézel nehomogennim magnetickym polem a dopadal na vhodné
stinitko, které slouzilo k vizualizaci vysledkii. Pfedpokladem experimentu je, Ze atomy stiibra
maji nenulovy magneticky moment. Atomy s nenulovym magnetickym momentem interaguji
s nehomogennim magnetickym polem a jsou vychyleny z pfimého sméru v zavislosti na prosto-
rové orientaci magnetického momentu. Zvolme orientaci nehomogenniho magnetického pole ve
sméru osy z. Pak pro silu, ktera zptsobuje vychyleni atomii z pfimé drahy plati

ou
F,=——, 6.4
P (6.4)
kde U = —pu- B = —pu, B, je potencialni energie atomi stiibra v magnetickém poli orientovaném
ve sméru z-ové osy. Proto
0B
F, = u,—. 6.5
Py (6.5)

Podle predstav klasické fyziky bude magneticky moment stfibrnych atomu orientovan v pro-
storu zcela nahodné a jeho priumét do osy z tak bude také nabyvat libovolnych hodnot od -|u|
do |u|. Na stinitku bychom dostali pfimou ¢aru o velikosti ve sméru z-ové osy odpovidajici
dopadtum stiibrnych atomii. Stiibrné atomy ale dopadaly na stinitko pouze ve dvou bodech,
které odpovidaly dipoélovému momentu

eh
2m,’

p = tpup, pp = (6.6)
kde pp je Bohruv magneton. Stern s Gerlachem byli nadSeni, nebot tento experiment potvrzoval
kvantovani momentu hybnosti ve sméru osy z, jak predpovidala kvantova teorie. Jenze pozor-
néjsi pohled uz ukazuje, Ze zde néco nesouhlasi. Atomy stiibra maji 47 elektronu, z nichz 46
je sparovanych, a tudiz neprispivaji k orbitalnimu momentu hybnosti. Zbyvajici 1 nesparovany
elektron ma také nulovy orbitalni mement hybnosti, protoze obsazuje 5s orbital. Celkovy orbi-
talni moment hybnosti atomi stiibra je tedy L = 0, a tak neexistuje zddny magneticky moment
vyvolany timto momentem hybnosti. Mtzeme pfipustit, Ze onen nesparovany elektron se z néja-
kych divodu bude nachézet v p orbitalu. V této situaci by se ale mél svazek stiibra rozpadat na
t11, nikoliv na dva podsvazky. Pozorovany nenulovy magneticky moment atomi stfibra musi byt
vyvolan dalsim momentem hybnosti — spinem. Sterntuv - Gerlachiv experiment tak predstavuje
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nehomogenni
magnetické
pole

Obrazek 10: Schématické zobrazeni experimentdlni aparatury, kterou pouZili Stern s Ger-
lachem p7i experimentu, kterym chiéli prokdzat prostorové kvantovdnt orbitdlniho momentu
hybnosti. Ve skutecnosti prokdzali existenci spinu, dalstho momentu hybnosti elektronu. Apa-
ratura se sklddala z picky s atomy stribra, které ze zahtdly a opoustély picku malgm otvorem,
pricemsz tvofily atomovy paprsek. Atomy prochdzely nehomogennim magnetickym polem a vy-
chylovaly se v zdvislosti na prostorové orientaci spinu. Po dopadu na stinitko se vytvorily dvé
stopy odpovidagici dvéma prostorovym projekcim spinu — spin nahoru a spin doli. Ddle je
zobrazeno porovndni ocekdvané distribuce dopadi atomi stFibra na stinitko podle klasické

(CM) a kvantové (QM) mechaniky.

primou experimentalni metodu umoznujici mérit jednu z komponent spinu, v nasem piipadé
z-ovou komponentu. Koncept spinu elektronu byl zaveden az v roce 1925 holandskymi fyziky
Georgem Uhlenbeckem a Samuelem Goudsmitem, ktefi analyzovali atomova spektra. I presto
je Sterniv - Gerlachtv experiment povazovan za experimentalni dikaz existence elektronového
spinu.

6.3 Spin a rotace elektronu kolem své osy

Samotné slovo ,spin®“ je odvozeno z anglického slovesa ,,to spin®, tedy tociti se, vifiti, vrtéti
se. Odkazuje na predstavu, Ze spin je moment hybnosti spojeny s vlastni rotaci castice. Takovy
vyklad je ovSsem pochybeny. Budeme-li si predstavovat spin jako moment hybnosti spojeny
s rotujicim objektem (napiiklad pohyb planety Zemé otacejici se kolem své osy je spojen s mo-
mentem hybnosti, mizeme prislusny moment hybnosti ur¢it pomoci vztahu

S = Iw, (6.7)

kde moment hybnosti S nazveme spinovym momentem hybnosti ¢i kratce spinem, I je moment
setrvacnosti souvisejici s distribuci hmoty objektu okolo osy rotace a w je thlova rychlost.
Spin je vektorova veli¢ina orientované v ose rotace a jeho smér je ur¢en pomoci pravidla pravé
ruky. Paklize je rotujici objekt nabity, jeho rotace opét zplisobi vznik magnetického pole. I zde
charakterizujeme magnetické pole magnetickym momentem, tentokrate spojenym se spinovym

momentem hybnosti

q
Hs = %S, (6.8)

kde ¢ je naboj rotujiciho télesa.

Elementarni ¢astice jako je elektron jsou bodové ¢astice a nedé se tak mluvit o jejich rotaci.
To znamena, Zze moment setrvacnosti jde k nule, I — 0, a proto i spin ¢astic se bude blizit nule,
S — 0. Kdyby tomu tak bylo, elementarni ¢astice by nemély zadny dipélovy moment souvisejici
se spinem, coz je v rozporu s experimentem. Ve snaze zlepsit tuto neshodu muzeme piipustit,

o7



ze elementarni castice jsou velmi malé rotujici kulicky. Z experimenti plyne, Ze poloméry ¢astic
jsou < 107" m. Aby napiiklad elektron s timto polomérem mél piislusnou hodnotu svého spinu,
musel by rotovat daleko vétsi rychlosti, nez je rychlost svétla. Tento rozpor vede k tomu, ze
klasickd mechanika pfi popisu elementarnich c¢éastic selhavd a musime ji nahradit kvantovou
teorii.

6.4 Spin v kvantové mechanice

Pojdme nyni zavést spin do formalismu kvantové mechaniky. Ze Sternova-Gerlachova experi-
mentu jsme nahlédli, Ze spin mé vlastnosti momentu hybnosti. Pro spin by tak mély platit
ty samé vztahy jako pro moment hybnosti. V kapitole (5) jsme dospéli k zavéru, ze velikost
orbitalnitho momentu hybnosti L je kvantovana

L=+I(l+1h 1=012,..., (6.9)

kde [ je vedlejsi kvantové Cislo. A dale, Zze jedna ze slozek orbitalnitho momentu hybnosti,
feknéme L., je také kvantovana

Lz:mlh, mlz—l,...,(),...,—i—l, (610)

kde m; je magnetické kvantové ¢islo. Kvantovani slozky orbitdlniho momentu hybnosti je vy-
jadienim prostorového kvantovani, tj. ze vektor orbitalntho momentu hybnosti mtuze mit jen
urcité prostorové orientace.

Je logické predpokladat, Ze pro spin budou platit obdobné relace, jako pro orbitalni moment
hybnosti. Proto velikost spinového momentu hybnosti S je kvantovana jako

S=\/s(s+ Dh s=0,1/2,1,3/2...,

kde s je spinové kvantové ¢islo, které v piipadé elektronu ma hodnotu s = 1/2, a tak velikost
spinu elektronu je S = 1/3/4h. Podobné i jedna z komponent spinu, konven¢né S, je kvantovana

(6.11)

’Sz:msh, ms:—s,...,O,...,+s,‘ (6.12)

kde my je magnetické spinové kvantové ¢islo, které v pripadé elektronu nabyva hodnot mg =
+1/2. Elektron se tak muze nachazet ve dvou stavech lisicich se praimétem momentu hybnosti
do osy z, plné v souladu se Sternovym-Gerlachovym experimentem. Vidime, Ze vztahy (6.11)
a (6.12) pro spin jsou obdobou vztahi (6.9) a (6.10) pro orbitalni moment hybnosti s tim
rozdilem, Ze v pripadé spinu nabyva spinové kvantové ¢islo s polociselnych hodnot.

V tvodu jsme poznali, Ze moment hybnosti je pfi¢inou nenulového magnetického momentu
(viz vztahy (6.2) a (6.8)). Mezi spinovym momentem a magnetickym momentem plati vztah

e
= ge=—5, 6.13
Hs 92me ( )

kde g. je tzv. gyromagneticky pomeér, ktery pro elektron ma hodnotu g. = 2. Gyromagneticky
pomér je v nerelativistické kvantové mechanice veli¢inou, ktera musi byt zméfena, v ramci
relativistické kvantové teorie elektronu je ovSsem mozné jej vypocitat. Gyromagneticky pomér
vyjadiuje podil magnetického dip6lového momentu a orbitalniho momentu hybnosti.

7 experimentu vyplyva toliko hodnota velikosti momentu hybnosti a primétu momentu
hybnosti do osy z. Abychom teorii ucinili iplnou, mizeme formalné zapsat operatorové rovnice
pro operéatory spinového momentu S? a S.. Jednotlivé rovnice jsou

S2a = W2s(s + 1), (6.14)
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S28 = h?s(s + 1), (6.15)

4 1
S,a = 57104 (6.16)

S.3= —%hﬂ. (6.17)

kde o a (8 jsou tzv. spinové vinova funkce. Vlnova funkce a nam netika nic jiného, nez je elektron
mé spin mifici ,nahoru®, tedy s ms; = 1/2, vlnova funkce 5 ma zase spin orientovany ,doli“,
tedy je charakterizovana spinovym magnetickym ¢islem m, = 1/2. Formalné tuto skutecnost
zapiSeme nasledujicimi rovnicemi:

a(ms=1/2)=1, «o(ms=-1/2)=0 (6.18)

Blms=1/2)=0, B(my=—-1/2)=1. (6.19)

Spinové funkce tak nejsou funkcemi prostorovych souradnic, nybrz magnetickych kvantovych
¢isel. Takto zavedené spinové vinové funkce jsou normalizované. Naptiklad pro « plati

1/2

/|a|2dT = Z la? = a(1/2)a(1/2) + a(—1/2)a(-1/2) =1+0 = 1. (6.20)

—-1/2

V rovnici (6.20) znaci dr integraci pres cely prostor. Protoze spinové funkce jsou definovany na
diskrétnich hodnotéch spinovych magnetickych ¢isel, prejde integrace na sumaci. Suma vyjde
jednotkové. Stejny zévér bychom dostali v pfipadé spinové vlinové funkce (. Spinové vinové
funkce jsou i ortogonalni. Ditkaz provedeme nasledovné

1/2

> almy)B(my) = a(1/2)8(1/2) + a(=1/2)8(=1/2) =0+ 0 = 0, (6.21)

—-1/2

kde mame na paméti, Ze nutnd podminka ortogonality vlnovych funkci je, Ze integrél, v tomto
pripadé suma, pres cely prostor je rovna nule.

Na prvni pohled miuze zavedeni spinovych operatoru a spinovych funkci ptisobit samotcelné.
Ukaze se vSak, ze pro zapis vlnové funkce atomi s vice elektrony tyto funkce budeme potiebovat.

6.5 Spin v magnetickém poli
V pripadé Sternova - Gerlachova experimentu jsme se setkali s tim, Ze spin elektronu interaguje
s vnéjsim magnetickym polem. Pro potencialni energii této interakce je mozné psat

Uint = —ps - B, (6.22)

kde B je magnetickd indukce vnéjsitho magnetického pole. Orientujeme-li pole ve sméru osy =z,
tj. B = (0,0, B,), a za dip6lovy moment dosadime ze vztahu (6.13) dostaneme pro potencialni
energii interakce

Uit = — 1B, = —geiBzSz = —geLBzmsh = ~vB.hm,. (6.23)
2m, 2m,
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Za z-ovou komponentu spinu jsme dosadili jeji vlastni hodnotu S, = msh a dale konstanty
(ge€)/(2m,) jsme zahrnuli do jednoho faktoru 7, ktery se nazyva g-faktor. Protoze kvantové
¢islo mg v ptipadé elektronu muze nabyvat dvou hodnot £1/2, dojde ve vnéjsim magnetickém
poli k rizné silné interakci elektront v zavislosti na prostorové orientaci jejich spinti. Rozdil
energii dany riiznou orientaci spinu je roven

AUsny = vB.h. (6.24)

Rovnice (6.24) je zékladem experimentélnich technik EPR (elektronova paramagneticka re-
zonance) a NMR (nuklearni magnetickd rezonance) spektroskopie. V pripadé NMR je nutné
uvazovat g-faktor pro sledované jadro

e

= 6.25
IN = gN 2’ ( )

kde my a gy jsou po fadé hmotnost daného jadra a jeho gyromagneticky pomeér.

K’ Priklad 13

Zadani: Spocitejte dvé mozné energie nuklearniho spinu pro jadro 'H v magnetickém poli
550 T.
Reseni: Energie jsou dany vztahem

Uint = ynhmgB, = £7,76-10726 J.

Zadani: Spocitejte energeticky rozdil téchto dvou stavi. Jakou vinovou délku by muselo
byt elektromagnetické zareni, aby doslo k absorpci z jednoho stavu do druhého?

Reseni: Energeticky rozdil bude
AE =2 -Ujpp = 1,55-1072° J.

Vinova délka fotonu pak je
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7 Problém dvou c¢astic

Do této chvile jsme se zabyvali pouze pohybem jedné ¢astice v jednom rozméru. Tusime pritom,
ze popis pohybu dvou a vice ¢astic (ve dvou a vice rozmérech) bude o néco slozitéjsi. Pokud néas
ale zajimaji jen dvé cCéstice, zlstane vSe pomérné jednoduché. Resenf problému dvou ¢astic je
pritom v chemii velmi dilezité. Budeme ho potiebovat pfi hledani energetickych stavii rotujici
¢i vibrujici molekuly nebo pii popisu atomi vodikového typu.

7.1 Pohyb nezavislych ¢astic: metoda separace proménnych

Uvazujme pohyb dvou ¢astic podél osy z, pricemz predpokldadame, Ze ¢astice na sebe vzajemné
neptsobi. Hamiltonian pak mutzeme zapsat jako soucet Hamiltoniani popisujicich na jednotlivé
Castice

= fy+ (7.1)

kde H; zavisi toliko na soufadnici prvni ¢astice x; a Hy pouze na soufadnici druhé ¢éastice xs.
Schrodingerova rovnice pak bude vypadat nasledovné

(Hy + Hy)(w1, m2) = Eip(a1, 72). (7.2)

VInovou funkci pro dvé ¢astice budeme hledat ve tvaru sou¢inu vinovych funkei popisujicich
nezavislé castice

Y(21, 22) = Y1(z1)Pa(22). (7.3)

Takovémuto zapisu fikdme separace proménnych. NejspiSe je ziejmé, pro¢ hleddme TeSeni
v tomto tvaru. VIinova funkce je spojena s pravdépodobnosti vyskytu elektronu. Ctverec vlnové
funkce na levé strané rovnice (7.3) nam tak udava pravdépodobnost, Ze se ¢astice 1 nachazi
v poloze x; a zaroven se Castice 2 nachazi v poloze x9. Pravou stranou rovnice (7.3) pak
tvrdime, Ze tato pravdépodobnost je rovna pravdépodobnosti, Ze se ¢astice 1 nachézi v poloze
x1 nezéavisle na poloze Castice 2, ndsobena pravdépodobnosti nalezeni ¢astice 2 v bodé x5 bez
ohledu na polohu ¢astice 1. Jinymi slovy predpoklddame, Ze oba jevy jsou nezavislé. To je
predpoklad rozumny, nebot obé Gastice na sobé silové nepusobi. Znovu zduraznéme, ze vinova
funkce v, zéavisi pouze na soufadnicich ¢astice 1 a vlnova funkce ¢ na soufadnicich ¢astice 2.
Nyni pfepisme Schrodingerovu rovnici pomoci vlnové funkce v separovaném tvaru

Hytpy (1) (w2) + Hathy (1) t02(w2) = Eiby (w1.)¢bo(x2) (7.4)

Hamiltoniédn prvni ¢éstice plisobi pouze na prvni ¢astici. Vlnovou funkci druhé ¢astice tedy
muzeme brat jako konstantu. Po vydéleni ¢;1)5 upravime Schrédingerovu rovnici na nasledujici
tvar

ﬁ1¢1(x1) ﬁ2¢2($2>
(1) Ya(z2)

Prvni ze s¢itanct na levé strané rovnice (7.5) je funkci pouze soufadnice z1, druhy pak
pouze soufadnice x5. Soucet obou ¢lent musi byt pritom konstantni pro kazdou kombinaci
a xo. To obecné neni mozno splnit jinak nez, Ze oba dva s¢itance jsou rovny konstantam, které
si oznacime jako F; a Fs

=E (7.5)

ﬁ1¢1($1) = By () (7.6)
ﬁzl/JQ(Iz) = E2¢2(x2) (7-7)
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E = E, + B, (7.8)

Schrédingerova rovnice pro dvé proménné se nam tak rozpadla na dvé Schrédingerovy rov-
nice o jedné proménné. Misto jedné slozité tlohy tak vyfesime dvé tulohy jednoduché. Energie
pohybu obou ¢astic dohromady je dana souc¢tem energii jednotlivych Castic a vinova funkce
pro dvé ¢astice je dana souc¢inem dvou jednocasticovych vinovych funkci. Nase tavahy mtuzeme
snadno rozsitit na situaci, kdy se

e jedna jedna Céstice pohybuje ve dvou rozmérech

Y(w,y) = i(z)Pa(y) (7.9)

e dvé castice pohybuji ve tfech rozmérech

¢($17 Y1, 21,22, Y2, 22) = ¢1($1, Y1, 21)@/)2@2, Y2, 22) (7-10)

e N castic pohybuje ve tfech rozmérech
N
(L1, Y1y 215 ooy Tiy Yiy Ziy ooy TN YNy ZN) = Hz/;i(q:i,yi,zi) (7.11)
i=1

Transformace mnohacasticové (mnohadimenzionalni) Schrédingerovy rovnice na fadu jed-
nocasticovych Schrodingerovych rovnic patii k zakladnim postuptim kvantové teorie molekul.
V pripadé pohybu nezavislych ¢éastic neprovadime zadné priblizeni. Technika separace promén-
nych se ale pouziva i v pripadech, kdy pohyb ¢astic striktné nezéavisly neni.

|[’ Priklad 14

Zadani: Naleznéte energie Castice v nekonecné jamé o dvou rozmérech:
V =0Vz € (0,L;) Ny € (0, Ly).

Reseni: Hamiltonian ma tvar

F=--9 9
2m 0x2  2m Oy?’
———
i i,
kde reSeni rovnic
Hyyy = Eq1yn
a A
Hopy = FEoo

zname ((4.24) a (4.25)). S vyuzitim (7.3) a (7.8)

212 2 2

“h n n

Brere = T | 25+ 2
Y 2m \ L% Ly

. 2 . [xmn, sin (Y7
= sin in 2.
L.L, L, L,
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7.2 Dvé interagujici castice

Podivejme se nyni na pohyb dvou ¢astic, které na sebe silové ptisobi, napiiklad proton a elek-
tron. Potencialni energie je funkci souradnic obou ¢astic. Protoze na sebe ¢astice silové ptisobi,
nemizeme nyni bezmyslenkovité pouzit metodu separace proménnych jako v predchozim od-
stavci. Po urcitém tsili se nam to vSak presto podari. Klicem bude transformace soutradnic.
Pouzijeme-li kartézské souradnice, potfebujeme dohromady tii souradnice pro Céstici 1 a tii
soutadnice pro ¢astici 2. Energetické pusobeni mezi ¢asticemi ale zavisi pouze na relativni po-
loze obou ¢astic. Proto si misto soufadnic (x1, y1, 21, T2, Y2, 22) vychazejicich z poc¢atku soustavy
souradnic zavedeme relativni soufadnice (z,y, z)

r =TT — Ty
Y=Y — Y2
Z =21 — %2

¢i ve vektorovém zapisu
r=17TI1y —7TIo9.

Potencialni energie jiz neni funkei Sesti souradnic kartézskych, ale pouze tif souradnic rela-
tivnich.

Zbavili jsme se tak kartézskych souradnic jednotlivych ¢astic pti popisu potencialni energie.
Nyni se ale musime vyporadat jesté s energii kinetickou. Kromé relativnich soutradnic r zavedeme
jesté souradnice tézisté R
miry + mols

R = (7.12)

m1+m2

Yvoev

v

toru relativni polohy r

ma

n=R+——2 (7.13)
mi + Mo
my
=R-——r. 7.14
T2 m1+m2r ( )

Kinetickéd energie systému dvou ¢astic je v klasické fyzice definovana jako

. r .
T = §m1|r1|2 + §m2]r2|2. (7.15)
Pomoci vztahu (7.13) a (7.14) si mizeme vztah pro kinetickou energii upravit na
1 o 1,
T = s MIR|" + Sultl, (7.16)

kde M = mj + my je celkova a p redukovanad hmotnost definované jako

mimes

_ 2 7.17
= (7.17)

Vztah ((7.16)) pro kinetickou energii miizeme piepsat pomoci hybnosti
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. |pM|2

2
T = +M

2M 21
kde jsme si zavedli vektory hybnosti spojené s pohybem molekuly jako celku (pys) a s rela-
tivnim pohybem obou ¢astic (p,,).
Uvazujme nyni, Zze potencialni energie je pouze funkci vzdélenosti obou ¢astic (mluvime
0 tzv. centralnim potencialu)

, (7.18)

V,=V(r). (7.19)

Celkovou energii je pak mozné zapsat jako soucet ¢leni zavisejicich pouze na souradnicich

vV

do kvantové mechaniky dostaneme pro Hamiltonian

P Pr
H=2L 4y, 7.20
Prvni ¢len popisuje transla¢ni kinetickou energii, tzn. obé ¢astice urazi stejnou drahu a vzda-
lenosti mezi nimi se neméni. Naopak druhy a treti ¢len zaviseji pouze na vzdalenosti obou ¢éstic.
Ziskali jsme Hamiltonian, ktery ndm umoziuje provést separaci proménnych, tj. vinovou funkeci

nyni muzeme rozdélit ¢ast popisujici translaci a ¢ast popisujici relativni pohyb

U = Yyt (7.21)

Schrodingerova rovnice se tak rozpadne na rovnice dvé

A2
—5}2 v = Evthns (7.22)
P o
(ﬁ + Vu) Yu = Eyibu (7.23)

a stejné tak energii miazeme rozdélit na prispévky energie translacni a vnitini (relativni) £ =
Ey + E,. Translaéni pohyb prozatim ponechme stranou a podivejme se na Schrodingerovu
rovnici popisujici relativni pohyb dvou ¢astic. Zacnéme zapisem Hamiltonianu v kartézskych
soufadnicich

. ﬁi . —R2 ) . _R2 2 82 82 .
HM—@—FVM—(W)V +Vu_<ﬂ> (@—Fa—gfﬁ-@)—l—‘/w (7.24)
kde z,y a z jsou kartézské slozky relativnich soufadnic. Pokud mame v tmyslu zabyvat se
pohybem v centralnim poli, neni kartézsky souradnicovy systém piili§ vhodny. Centralni pole se
vyznacuje sféricky symetrickym potencialem, proto je prirozené piejit ke sférickym souradnicim.
V kapitole 5.5 jsme si odvodili vztah (5.46) pro laplacian ve sférickych soutadnicich, ktery nyni
vyuzijeme.

2 20 18 1 B 18 9 20 1 .
St g st =+ [ (7.25)

vi= 2y T _ 7
or:  ror  r2o0? 00  r2sin’00¢%  Or2  ror r2h?

K zépisu Hamiltonianu ve sférickych souradnicich jsme tedy pouzili operator momentu hyb-
nosti. Z kapitoly 5.4 vime, Ze vlastni funkce L? jsou sférické harmonické funkce. Hamiltoniv
operator je zapsan ve tvaru, ktery umoziuje provést separaci proménnych.
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MizZeme si nyni polozit otdzku, zda Hamiltonian komutuje s I:Q, tj. zda plati

[H, L} =[T,L} +[H,V]=0 (7.26)

Clen s operatorem kinetické energie se po dosazeni z rovnice (7.25) rozpadne na dva ¢leny

PR [0 20 1 ., -
T = |—— ([ — 4+ = L2 1?2
[ ’ } [ 2m (8r2+rar)+2mr2 ’ }
R [0* 20 . 114, -
S R R ey 2
2m {87"2 * ror’ } * 2m {7"2 ’ } ’ (7.27)

z nichz prvni ¢len je nulovy, protoze operator L2 nepusobi na r, a druhy ¢len je nulovy, protoze
L? komutuje sdm se sebou. Podobné budeme postupovat u komutéatoru s operatorem potencialni
energie. Potencidlni energie u centralntho pole zavisi pouze na r, zatimco L? zavisi na ¢ a b,
proto bude i tento komutator nulovy. Tim jsme dokazali, Ze Hamiltonidn u systému s centralnim
polem komutuje s L2. Podobné bychom dokazali, ze

[H,L.] = 0. (7.28)

Hamiltonién tedy komutuje jak se ¢tvercem operatoru momentu hybnosti, tak s jeho z-tovou
slozkou. To predevsim znamena, ze pii pohybu dvou ¢astic v centralnim potencialu se zachovava
hybnost i jeji z-tova slozka.

Tvar Hamiltonianu (7.24) nam umoziuje zapsat vinovou funkei v polarnich souradnicich ve
tvaru soucinu sférické harmonické funkce a néjaké doposud neurcené radialni vinové funkce

b= R(r)Y,"(0,¢) (7.29)

Takto definovanou vlnovou funkei nyni dosadime do Schrédingerovy rovnice, kde je Hamil-
tonian vyjadien podle rovnic (7.24) a (7.25).

. h [ 0 h? 2
o =g (5 + gy ) ROV 00+
(7.30)
R 1 . 3
+ g b RO (0.0) + VR (0,0) = ER(Y"(0, )

Po vydéleni Y;™(0, ) a aplikaci L? posléze dostaneme tzv. radialni Schrodingerovu rov-
nici

72 9 1(1+1)R2 .
—— (R'+ZR +LR+VR:ER. 7.31
2pur?
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8 Atom vodiku

Spravné feseni atomu vodiku je jednim z velkych vitézstvi kvantové mechaniky. Podle klasické
fyziky naboj, ktery se pohybuje se zrychlenim (elektron obihajici vodikové jadro — proton), by
mél vyzafovat elektromagnetické zareni. To ve svém diisledku vede ke ztraté energie a elektron
by nakonec spadl na atomové jadro. Atom vodiku by tak byl nestabilni, s dobou Zivota radoveé
1 ps. OvSem to nepozorujeme. Pro¢ jsou atomy, poc¢inaje atomem vodiku stabilni, vysvétluje
az kvantova mechanika.

8.1 Uvod
Resit atom vodiku znamené nalézt FeSent Schrédingerovy rovnice s piislusnym hamiltonidanem
. h? 1 e?
H=- A — —, (8.1)
2me, dmeg T

kde predpokldadame, ze elektron o hmotnosti m, se pohybuje v coulombickém poli nehybného
jadra — protonu. Kdybychom chtéli uvazovat i pohyb jadra, fesili bychom dvoucasticovou Schro-
dingerovu rovnici tak jako v kapitole 7. Prislusna Schrédingerova rovnici by Sla separovat, zvIast
na relativni pohyb elektronu a protonu a zvlast na pohyb celé soustavy. Rovnice, ktera by po-
pisovala relativni pohyb, by méla tvar rovnice (8.1), kde hmotnost elektronu by byla nahrazena
redukovanou hmotnosti y soustavy jadro plus elektron. Pii feSeni také nebudeme uvazovat spin
elektronu.

Vzhledem k tomu, ze coulombicky potencidl v rovnici (8.1) jde k nule pro r — oo, jsou
nevazané stavy vodiku s energii £ > 0 nekvantované a odpovidaji spojitému spektru energii.
Stavy s energii F < 0 jsou vazané a kvantované, protoze pro né plati podminka ¢ (r) — 0 pro
r — oo vyplyvajici z coulombického potencialu.

Problém feseni atomu vodiku ma kulovou symetrii, proto je vyhodné pracovat ve sférickych
souradnicich (r,0,¢). Z hamiltonianu (8.1) vidime, Ze coulombicky potencial zavisi pouze na
radialni soutadnici r, jde o pohyb v centralnim poli. Proto kvadrat momentu hybnosti a z-ova
slozka momentu hybnosti komutuji s hamiltonianem (viz kapitola 7). Atom vodiku tak mizeme
popsat vlnovou funkci

¢(’l”, 97 ¢) = ¢nlm(r7 97 ¢)7 (82)

kde vlnova funkce je charakterizovana trojici kvantovych ¢isel n,l, m. Kvantova ¢isla [ a m
jsme poznali v kapitole 5. Kvantové ¢islo n odpovida kvantovani v radialnim sméru a plyne
z coulombického potencidlu v rovnici (8.1). Vzhledem k tomu, Ze potencial zavisi pouze na r,
bude energie vazanych stavii atomu vodiku zaviset pouze na kvantovém cisle n

E = E,. (8.3)

8.2 Spektrum energii

Za¢neme tim, ze zapiSeme Schrodingerovu rovnici s hamiltonidnem (8.1) ve sférickych sourad-

nicich
S Low, 1 a(sineai)+ ! ‘%] LS By (89)

2m. |12 Or ' r2sinf 00 r2sin0 0¢2 | Amey 1

Dale vyuzijeme toho, Zze vime, Ze hamiltonian komutuje s kvadratem momentu hybnosti a z-
ovu komponentou momentu hybnosti (viz (7.27)). Protoze dva posledné jmenované operatory
nezavisi na proménné r mizeme predpokladat separaci vinové funkce (8.2) ve tvaru

b(r,0,¢) = R(r)Y,"(0,9), (8.5)
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kde R(r) je radialni ¢ast vlnové funkce a Y™ (6, ¢) jsou sférické harmoniky, se kterymi jsme
se seznamili v kapitole 5. S vyuzitim separace proménnych a po malé tpravé (viz kapitola 7)
dostaneme radialni Schrédingerovu rovnici (viz vztah (7.31)) ve tvaru

G ll d (ﬂ)_l(Hl)]R_ T (8.6)

R T’ E—
2m, | r2dr dr r2 Amey T

Pro zajemce nacrtneme zpusob FeSeni této rovnice. Budeme postupovat tak, Ze nejprve zave-
deme substituci u = rR(r). Rovnice (8.6) tak pfejde na tvar

d?u N 2m, [ €? I(l+1)r*]  2m.E (87)
dr? h? | 4mweor 2mr? v R '
Abychom rovnici dale zjednodusili zavedeme nasledujici substituce
2m e? 2meE
=(==5)—, b=1(+1 =" :
a ( hQ ) 471'607 ( + )7 h2 ? (8 8)

kde predpokladame, ze E < 0, protoZze Fesime vazané stavy. Rovnice (8.7) se dale zjednodusi
na tvar

b
u” + <g — —> u = Nu, (8.9)

roor2

kde u” = d?u/dr?.
Nejprve vyfesime rovnici (8.9) pro pfipad, ze r — oo, neboli asymptotické chovani. Kdyz je
r velké, prejde rovnice (8.9) na tvar
U’ ~ N, (8.10)

kde symbolem ~ zdtraznujeme, zZe TeSeni je priblizné a plati pouze v limité r — oco. Resenim
této rovnice dostaneme
u o~ e (8.11)

Aby w mohla vystupovat jako vlnova funkce, musi splhovat podminku v — 0 pro r — oo,
protoze jinak by nebylo mozné funkci u normalizovat (nebyla by kvadraticky integrovatelna).
Proto fyzikadlné smysluplnym feSenim je pouze

uw~ e (8.12)
Déle budeme ptedpokladat, ze funkci u miuzeme zapsat jako
w= L(r)e ™, (8.13)

kde L(r) je polynomicka funkce v r. Substituci pfedpokladu (8.13) do rovnice (8.9) dostaneme
(pozor, funkei v musime derivovat podle pravidla o derivaci souc¢inu funkei)

L' — 2\ + (g - 3) L=0. (8.14)

r2
Regeni této rovnice budeme hledat ve tvaru
L(r) =) cur™, (8.15)
n
coz po dosazeni poskytne rovnici

Z cn {[n(n—1) = b]r" % — (2nX — a)r" '} = 0. (8.16)
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Suma v rovnici (8.16) musi byt rovna nule pro v8echny hodnoty ™. To bude splnéno jen kdyz
bude platit rekurentni vztah mezi koeficienty

2n\ —a
Cntl (n(n+1)—b>c ( )

Aby tato fada vedla k normalizované vlnové funkeci u, musime pozadovat, aby fada presla na
polynom, tj. aby vSechny koeficienty ¢, od dané hodnoty n byly nulové. To se stane jen tehdy,
kdyz ¢itatel v (8.17) bude pro dané n roven nule

2n\ = a. (8.18)

Dosazenim vysledku (8.18) do substituce (8.8) dostaneme pro hodnoty energie

e*m, 1

En e )
32h%m2ed n?

n=123,... (8.19)

Znaménko minus plyne z toho, Ze feSime vazané stavy, pro které plati £ < 0, coz je v souladu
s tim, Ze na ionizaci atomu ve vazanych stavech je potfeba dodat energii, naptiklad formou
elektromagnetického zareni. Zavedeme-li Bohriv atomovy polomér, ktery je dan vztahem

h2
=4 8.20
ap = 47eg . (8.20)
a dosadime-li ho do rovnice (8.19) dostaneme
1 e 1
E, = £ - (8.21)

Ameg 2ag n?

Vidime, Ze energie atomu vodiku zavisi pouze na jediném kvantovém cisle n, které je spojeno
s radidlnim pohybem. Kvantové ¢islo n oznac¢ujeme jako hlavni kvantové ¢islo. Mame-li zadanou
hodnotu kvantového ¢isla n, nemize byt hodnota vedlejstho kvantového ¢isla [ libovolné, ale je
urcené relact

1=0,....,n—1] (8.22)

Soucasné magnetické kvantové ¢islo m nabyva hodnot

m=—1,...,0,... +]| (8.23)

Série tii kvantovych ¢isel parametrizuje dany kvantovy stav. PovSimnéme si skutecnosti, ze
pohyb ve 3D prostoru je popsan trojici kvantovych ¢isel, obdobné jako v piipadé tfirozmérné
jamy v kapitole 4.

Energie zédkladniho stavu E; neni degenerovana, protoze je popsana kvantovymi ¢isly n =
1, = m = 0, a jeji ¢iselna hodnota se rovna —1 Ry = —13,605¢eV. Energetickd jednotka

Rydberg (Ry) je definovana jako
4

e*m
Ry = —— 8.24
Y 32h2m2el (8.24)

a spolu s Bohrovym atomovym polomérem tvoii pfirozené jednotky pii popisu atomii.
Vyssi energetické stavy atomu vodiku F,,, n = 2,3,4, ... jsou degenerované, protoze jim

prislusi vice hodnot kvantovych ¢isel [ a m. Pro kazdé [ médme celkem 2/ + 1 hodnot m. Proto
pro degeneraci hladiny FE,, dostaneme

gn =Y (21+1) =n”. (8.25)



Dale si mizeme vSimnout toho, Ze energetické hladiny spektra vodiku nejsou od sebe vzdéaleny
ekvidistantné, jak tomu bylo v pripadé harmonického oscilatoru, ale ze vzdalenosti jednotlivych
hladin se k sobé blizi, kdyz s energii jdeme k disocia¢nimu limitu, tj. £, = 0.

O tom, 7Ze je spektrum vodiku slozené z diskrétnich hladin svédci i spektroskopickd méreni.
Pric¢inou ¢arovych atomovych spekter je pravé diskrétni charakter energetickych hladin. Aby
doglo k prechodu elektronu mezi hladinami f a ¢ musi dojit k absorpci nebo emisi fotonu
o frekvenci dané rezonan¢ni podminku

E; — E;
U= | f z|'
h
Podle toho jaka je hodnota kvantového ¢isla n, ze které pozorovany piechod vychézi, délime
prechody do nékolika sérii: n = 1 odpovidd Lymanové sérii v UV oblasti, n = 2 odpovida
Balmerové sérii ve viditelné oblasti a napt. n = 3 odpovida Paschenové sérii v IR oblasti.

(8.26)

8.3 VlInova funkce pro atom vodiku

Celkova vlnova funkce vazanych stavi atomu vodiku je souc¢inem radialni ¢asti vinové funkce
a sférickych harmonik

Vi (1,0,9) = Ry ()Y, (0, 0) (8.27)

atvoripron=1,2,3,...,1=0,...,n—1am = —I[,...,+l Gplny ortonormalni systém funkci,
do kterého je mozné rozvinout feSeni necasové Schrédingerovy rovnice pro vazané stavy.

Z rekurentniho vztahu (8.17) muzeme dostat i vyjadreni radialni ¢asti vinové funkce R,,;(§)
ve tvaru

Rnl(g) - ane_g/QélLil-tll(g)a (828)
kde 5
e= (8.29)
nap

a L2T1(€) jsou tzv. pFidruzené Laguerrovy polynomy. Normovaci koeficient je roven

= | () o

Neékolik normovanych radialnich ¢asti vinovych funkei zde uvedeme

1/2

(8.30)

1 3/2 /a
ng(’/’) = | — 2e B, (831)

ap
1\ 32
Rgo(T) = <E) (2 - é) €_T/2aB, (832)
: 1\ r
R = (— /2B 8.33
21(r) (26‘3) GB\/ge ( )

Funkce jsou zobrazeny na obrazku 11.
Pravdépodobnost nalezeni elektronu v objemovém elementu (r, r+dr), (6, 0+d0) a (¢, p+do)
je rovna

dp(r,0,0) = |nim(r, 0, @)[*r*dr sin 0 d0d¢. (8.34)

Integraci vztahu (8.34) pies cely prostorovy thel ziskime pravdépodobnost nalezeni elektronu

v oblasti mezi (r,r + dr)
dp(r) = |Rpu(r)[rdr, (8.35)
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kde faktor r?sinf je Jakobian transformace z kartézskych do sférickych souradnic. Vyraz
Pu(r) = |Ru(r)]*r? oznacujeme jako radialni hustotu pravdépodobnosti. Obdobné pro prav-
dépodobnost nalezeni elektronu v ur¢itém prostorovém tuhlu (6,60 + df) a (¢, ¢ + d¢) ziskame
vztah

dp(6, 6) = [Y"(6, ¢)  sin 0 d6ds. (8.36)

a)

Ry |

Rio(n)
0,1 ¥+ Ry4(r)
1I \/ r [a'B]
Ry(r)

b)

P.(r) { P.o(r)

Pq(r)
P (1)

0,1 1

»

r [ag]

/X ;

1

Obrazek 11: Na panelu a) jsou vyneseny 8 radidlni éasti vinové funkce Ry, Rao a Ro1 pro
atom vodiku v zdvislosti na souradnici r, kterd je udand v jednotkdch Bohrova poloméru ap.
Na panelu b) jsou vyneseny radidlni hustoty pravdépodobnosti Piy, Pag a Pa1. PovSimnéme
s, Ze zdkladnt stav atomu vodiku Prg md mazximum hustoty ve vzddlenosti Bohrova poloméru

ag.
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9 Priblizné metody

V minulych oddilech jsme si ukazali feSeni Schrodingerovy rovnice pro nékteré jednoduché
piipady. Analyticky Fesitelnych tloh je ale velmi mélo. Obecné nejsme schopni (ani v klasické
mechanice) fesit tlohy s vice nez dvéma ¢éasticemi. Jsme pak odkdzani na feSeni priblizna.

vvvvvv

setkavame.

9.1 Variacni princip

Prirodni zdkony mohou byt casto formulovany riznymi zptsoby. Principy klasické mechaniky
1ze naptiklad formulovat pomoci soustavy diferencialnich rovnic (napt. Newtonovych), ale stejné
platny je tzv. princip minimalntho a¢inku. Podobné zakony klasické optiky miizeme formulovat
pomoci zékonu odrazu a lomu, ale stejné dobfe pomoci tzv. Fermatova principu, dle kterého se
paprsek mezi dvéma body pohybuje po draze, na které stravi nejkratsi ¢as. Fermativ princip
je prikladem varia¢niho principu. S varia¢nim principem se hojné setkavame také v kvantové
mechanice.

9.1.1 Varia¢ni princip v kvantové mechanice

Dle varia¢ni teorému je vlastni hodnota Hamiltonianu pro jakoukoli pfibliZnou normovanou
vlnovou funkci vétsi nebo rovna energii zékladniho stavu systému

[ o tioar = ©.1)

kde ¢ je priblizné vinova funkce a Ej energie zédkladniho stavu. Toto tvrzeni je nesmirné uzi-
tecné. Predstavme si, ze jsme néjakym zpiisobem odhadli pfiblizné feseni Schrédingerovy rov-
nice. Varia¢ni princip nam umozni rozhodnout, zda toto nase feSeni je lepsi nebo horsi nez
n¢jaké jiné priblizné feSeni: spravnéjsi bude TeSeni s nizsi energii. Jak uvidime niZze, variac¢ni
princip nam navic umoznuje piiblizné feseni efektivné nalézt.

Ukazme si nyni, ze variacni princip je ekvivalentni se Schrédingerovou rovnici. Neznamou
vlnovou funkci muzeme zapsat ve tvaru linearni kombinace vlastnich funkci Hamiltonova ope-
ratoru

6= k. (9.2)

Pripomenme si zde, ze vlastni funkce Hamiltonova operatoru vytvari uplny soubor funkci, takze
vySe uvedeny rozvoj muzeme urcité udélat. Rozvoj nyni dosadime do levé strany rovnice 9.1

/ ¢" Hodr = / STGurHY ay ) dr =Y cia / ViHdr = craBid.
k 1 koo ko1
(9.3)
Rovnici si nyni mizeme piepsat do jednodussiho tvaru

/qj*lflapdT = |ex*Ex. (9.4)
k

Protoze je naSe funkce ¢ normovana, plati >, |¢x|* = 1. Z definice pfitom plati, ze Ey < Ey < Ey
atd. Tudiz vyraz 9.4 bude urcité vétsi nez Fy, coz neni nic jiného nez varia¢ni teorém.

Pri praktickém pouziti uvazujeme vétsinou pribliznou vlnovou funkci zavisejici na nékolika
parametrech. Minimalizace varia¢niho integralu
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[ ¢* Hodr
=+ >F 9.5
Jooar = 99
vii¢i témto parametrim pak umozni nalezeni jejich optimélnich hodnot. Jmenovatel ve vyse
uvedeném vyrazu je samoziejmé pro normované funkce ¢ jednotkovy.

|[’ Priklad 15

Platnost variacniho principu si ukdzeme na prikladu jednorozmérné potencialové jamy. Ana-
lytické Feceni této alohy vede k hodnotam energie E,, = %. Pfiblizna vinova funkce musi
splihovat okrajové podminky, tedy ¢(0) = 0 a ¢(L) = 0. Nejjednodussi takovou funkci bude
nejspis kvadraticka funkce. Necht ma tedy priblizna funkce ¢ nasledujici tvar

€

¢ =uz(L—x).
Funkce ¢ neni normovana, proto nejprve urc¢ime normu
L L L5
* 2
N:/ 1o (bdwz/ (x(L —x))*de = —.
0 0 30

Normovana priblizna funkce tedy vypada nasledovng,

YR

Pfipomenme si jesté, jak vypada hamiltonian pro ¢astici v jednodimenzionalni potencialové
jamé

. —h? d?

H=——.

2m dx?
Nyni mazeme uplatnit vztah 9.1
. —hr230 [F d*[z(L — z)]

Po vycisleni dostaneme
_ 5w
~ 4m?mL? T 8mlL?
Na konkrétnim prikladu jsme si tak ukazali platnost variaéniho teorému.

Ly, = Fy.

9.1.2 Linearni varia¢ni funkcional

V kvantové chemii je uzitec¢né hledat feseni jako linearni kombinaci predem definovanych funkei
a optimalizovat pouze prispévky jednotlivych bézovych funkei k celkové vinové funkci, tj. opti-
malizovat tzv. rozvojové koeficienty. Tak v chemii jsme si kuprikladu navykli hledat molekulové
orbitaly jako linedrni kombinace atomovych orbitali. Zapisme tedy vlnovou funkci pomoci li-
nearni kombinace bazovych funkei

¢ = chfk:, (9.6)
P
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kde f je sada nam znamych vhodnych funkci a ¢ jsou rozvojové koeficienty. Ty budeme
variacné optimalizovat. Takto definovanou vinovou funkci nyni dosadime do vyrazu varia¢niho
integréalu, 9.5

C [eHedr  [SahHY afdr Yy [ fioll idr

€= = = . 9.7
[ orodr T2 wenfu > afidr doricka [ fufidr 67
Definujme si nyni matici prekryvu S pomoci jejich maticovych elementt

Su= [ fusiar 98)
a Hamiltonovu matici H s elementy
Varia¢ni integral pak nabude tvaru

craH
_ L exall (9.10)

€CE= ————7—.
2 ks ChC1k

Nejlepsi feseni dostaneme pro funkci, pro ktery bude variac¢ni integral minimalni. To vede
k podmince

Oe
= 0. 9.11
oe, (9.11)
Derivaci citatele si rozepiseme nasledovné
0 0 Jcy, dec
Hy, = — Hy) = H H, 9.12
A ;cm Kl ; 9 (cwerHp) ; ( 90, + 9o, & kl) (9.12)
Derivace jednotlivych ¢lent se dale zjednodusi, uvazujeme-li
8ck
= 0. 9.13
ae, Ok (9.13)

Dostaneme tak kone¢ny vyraz pro derivaci ¢itatele z rovnice 9.11

0
e chclHkl = ZCkal + ZCZHH- (914)
L k l

Pouzitim posledniho vztahu a uplatnénim vztahu pro derivaci podilu nakonec dostaneme upra-
veny tvar rovnice 9.11

de Yok i + ), _ (D k CrSki + 22y a1Sh) Zk,l e (9.15)

2
dc; Zk,l CrC1Sk (Z CkCz)
k,l

Protoze hleddme minimum funkce, polozime varia¢ni integral roven nule (pouzili jsme znovu
definice varia¢niho integralu 9.7)

ﬁ _ Zk c (Hy, — €Sy,) + Zz c (Hy — €S))
de; Zk,l CkCy

JelikoZ na oznaceni s¢itactho indexu v sumé nezélezi, zméni se posledni vyraz na

ﬁ . 2 Zk CL (sz — ESZk)
Jdc; Zk,l CrC
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Derivace bude nulova, pokud je nulovy citatel. Tim dostédvame soustavu tzv. sekuldrnich rovnic
> cr (Hi — eSy) =0 (9.18)
k

Jde o soustavu linearnich rovnic, jejimz feSenim jsou rozvojové koeficienty cx. To ovSem
za predpokladu, Ze zname €. To je ale hodnota, kterou hleddme! V&imnéme si, Ze jedno reseni
zname okamzité ¢ = 0. Jde o tzv. trividlni feSeni. To néas ale nezajima, nulové TeSeni totiz
nepiedstavuje vlnovou funkci. Linearni algebra néas uci, Ze soustava rovnic s nulovou pravou
stranou méa netrivialni feSeni pouze tehdy, jestlize je determinant soustavy (v tomto piipadé
sekularni determinant) nulovy

Sekularni determinant predstavuje algebraickou rovnici pro neznamou hodnotu €. Pro rozvoj
vlnové funkce do dvou béazovych funkci pujde o rovnici kvadratickou, pro rozséhlejsi rozvoje
pijde o rovnice vyssich rada.

|[’ Priklad 16

Jednodimenzionalni potencialovou jamu si nyni vyfeSime i pomoci bazového rozvoje 9.6.
Vlnovou funkci definujeme ve tvaru ¢ = c12%(L — x) + coz(L — x)?. Postup je nasledujici:

e Spocitame viechny integraly Hj,; a Sy
e Polozime sekularni determinant roven nule a vypocitame energie €

e Pro kazdou hodnotu e vypocitame rozvojové koeficienty ze sekularnich rovnic

Priklad vyreseny v programu Mathematica je dostupny na webovych strankach predmétu.
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K’ Priklad 17

Pouziti variaéniho principu si ukaZzeme na zapisu molekulového orbitalu homodiatomika
(napf. Hg) jako linearni kombinace dvou atomovych orbitalid (A a B) lezicich na jednot-
livych atomech

® =caxa + cBXB.

Nyni si mazeme vyCislit maticové elementry Hy; a Sy

Hap = /XAﬁXBdT
Hpan = /XAI:IXAdT = Hpp
Sap = /XAXBdT

Dalsim krokem bude sestaveni sekularniho determinantu

Han—€¢  Hap—€SanB

=0.
Hap —€Sap  Hpp —¢ ‘

Sekularni determinant posléze s vyuzitim H 4 = Hpp vyfeSime a dostaneme vztah pro €

S Haa £ Hap
Y27 T 1 Sup

Dale vyresime sekularni rovnice

ca(Haa —€San) +cp(Hap —€Sap) = ca(Haa—€)+cp(Hap —€Sap) =0

CA(HBA — ESBA) + CB(HBB — GSBB) = CA(HAB — ESAB) + CB(HAA — 6) =0.
Do sekularnich rovnic si dosadime vztahy za €; 2 a po vycisleni dostaneme pro ¢4 = cp (pro
€1) a c4 = —cp (pro €2). Ze dvou atomovych orbitald tedy dostaneme vazebny molekulovy
orbital ¢,

$1 = ca(xa + xB)

a antivazebny molekulovy orbital ¢9

$2 = calxa — xB)-

9.2 Poruchova teorie

Predpokladejme, ze fesime Schrédingerovy rovnici pro néjaky slozity problém

Hy = Epiby, (9.20)

Zmame pritom FeSeni jednodussiho problému, ktery se od ptivodniho problému moc nelisi

HOpO = BO40 (9.21)

Jinymi slovy, od jednoduchého problému piejdeme k problému slozitéjsimu pridanim malé po-
ruchy. K feseni problému tohoto typu pouzivame poruchovou teorii.
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K’ Priklad 18

Chceme popsat vibraci molekuly v anharmonickém potencialu s kubickym a kvartickym
¢lenem

N R A1, 5 4

Pfi€emz jsme schopni vyfesit problém pro harmonicky potencial

Hamiltonian harmonického systému tak representuje neporuseny systém a kubické a kvar-
tické cleny jsou mala porucha

H=H®O 4 ca® + da?. (9.22)

Doufame pfitom, ze se feSeni pro systém s neporuseny systém nebude dramaticky lisit od
plného feseni, které ziskame malou korekci neporuseného reseni.

Obecné si tedy Hamiltonian definujeme pomoci piiblizného Hamiltonidnu a poruchy

H=HOY 4 \H', (9.23)

pficemz A je parametr slouzici k postupnému zapnuti poruchy (A = 0 znamené, Ze méame
neporuseny systém, A = 1 je naopak plné zapnuta porucha).

Protoze Hamiltonian zavisi na poruchovém parametru A, bude na poruse zaviset také vlnova
funkce a energie. Vlnovou funkci a energii si rozepiSeme ve formé Taylorova rozvoje okolo
poruchového parametru

U = O + X 4 N2p@ 4 (9.24)
E,=E9 + ) EW 4 X2E@ 1 . (9.25)

e ) S ) - ) 0) .
V dalsim odvozeni budeme pracovat s tim, Ze vinova funkce neporuseného systému @Z)ﬁL) je
normalizovana

[ ouar = ) = 1. (9.26)

Misto uvazovani normalizované vinové funkce se vSemi poruchami budeme uvazovat nasledujici
normalizac¢ni relaci

/ P pDdr = (PP i) = 1. (9.27)

Timto zptisobem nebude celkova poruchova vinova funkce normalizované. To ale nevadi, protoze
vynésobeni vlnové funkce konstantou (normou) nemé vliv na hodnotu energie ze Schrédingerovy
rovnice Hip, = Ep,. Nyni do normalizaéni podminky (9.27) dosadime poruchovou vinovou
funkei 9.24 (pro uSetfeni mista pouZijeme braketovou notaci)

1= (YOO + X (O + A2 (PO @) + ... (9.28)

Prvni ¢len pravé strany posledni rovnice je jednotkovy, protoze vlnova funkce neporuseného
systému je normalizované. Proto musi byt dalsi ¢leny nulové
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POy =0 (9.29)
(PO Py = 0. (9.30)

Nyni si Hamiltonian, energii i vlnovou funkci dosadime do Schrédingerovy rovnice

(ﬁ@ + Aﬁ’) (0O + MV + N2 + ) =
= (BQ + 2AED + N EP + ..) (v + 20 + 2\2p@ 4 ) (9.31)

Rovnici si prepiseme do nésledujiciho tvaru

A (A0 — EQ9O) + X (HO90 + (') - EQyd - EDD) +
0

22 (HOWD + Byl + EPy® — EOy® — EQy®) + .. = (9.32)

Vzhledem k tomu, Ze rovnice musi platit pro libovolnou hodnotu parametru A\, musi se kazda
zavorka zaroven rovnat nule. Schréodingerova rovnice se tedy rozpada na nasledujici rovnice

(0)%(10) _ E7(10)¢7(10) (9.33)
< 7O _ E7<10)> P = (Ergl) . 13[') 7o (9.34)
(ﬁ(o) B E}f”) 0@ = E@yO 4 (Ele) _ ﬁ/) HO (9.35)

Nyni si odvodime, jak bude vypadat korekce k energn z prvniho fadu poruchové metody.
Vyuzijeme rovnice 9.34 Predpokladejme, ze funkce din tvori uplny soubor funkci. Rovnici 9.34
nyni vynésobime komplexné sdruzenou funkci wm a prepiSeme do braketové notace

(WO ) = B (o0 = D (Do) - (WD H10P) . (9.36)
Prvni ¢len v predchozi rovnici si mizeme upravit s vyuzitim hermiticity operatoru HO
(WY = [0 HOWDdr = [GPROUD dr = EQ (b0}, 937
Rovnice 9.36 pak prejde na tvar
(BY = BD) (90 = BD (D) — (v 15190 (9.38)

Nyni mohou nastavit dva pripady:

e m = n: Pokud m = n, dostaneme okamzité korekci k energii

ED = (pO | |p0). (9.39)

Porucha energie v prvnim stupni tedy odpovida poruse zprimeérované pies neporusenou
vlnovou funkei.
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e m # n: rovnice 9.38 v tomto pripadé piejde na tvar

(B - BY) (v ) = = (011" (9.40)
Poruchu ve vinové funkci prvniho fadu si vyjadiime jako linearni kombinaci bazovych
funkei
P =", (9.41)
déle dostaneme
(B — BO) D e (w@®) = = (v @1H 1) (942)
a po uprave
(BY — BY) e = = (w1 ). (9.43)

Korekci prvniho faddu k vlnové funkei tedy dostaneme pomoci nasledujiciho vztahu

i)
)y :
2/}1(1) - Z E(O) _ E(O) ¢£n) (944)

Podobnym zpiisobem, jaky jsme si zde ukazali pro korekce prvniho radu k energii a vinové
funkci Ize odvodit i vztahy pro vyssi fady poruchové energie. Zde uvedeme pouze kone¢ny vztah
pro energii s poruchou druhého fadu, energie E,, pak bude

a.I?
E, ~ E7(10) + E7(l1) + Z ﬁ, (9.45)
m#n 1 m

kde H/,,, = <w,(73)\H ! |1/1,(10)>. Jisty problém zde predstavuje skutecnost, ze k vypoctu poruchové
energie potfebujeme znét celé energetické spektrum (tj. energii zakladniho i vSech excitovanych
stavil) energii neporuseného systému. To je v mnoha pfipadech zna¢né neprakticky pozadavek.
Pokud vime, jak energie systému priblizné vypadaji, muzeme v néktery pripadech nahradit
sumu ve jmenovateli rovnice 9.45 primérnou excitacni energii a dospét k tzv. uzaviraci aproxi-
maci, ktera dale zjednodussi tvar rovnice pro energii.

Posledni problém, jemuz jsme se zde nevénovali jsou degenerované stavy. Pro degenerované
stavy poruchova teorie, jak jsme si ji zde formulovali nefunguje, protoze ¢len EY — BY bude
nulovy a vztahy pro rozvojové koeficienty ¢; budou divergovat. Pro degenerované vztahy existuje
mirné odlisna formulace poruchové teorie, kterou je mozné najit v odborné literature.
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10 Vice-elektronové atomy

Ve wev s

situace je pro chemika pochopitelné malo uspokojiva. Pomoci kvantové teorie bychom chtéli
zkoumat vlastnosti atomt a molekul, ve kterych se pohybuje mnoho elektront! Ptislusné Schro-
dingerovy rovnice jsou ale prili§ komplikované, takze nejsme schopni naleznout feseni analytické
a bohuzel ani feseni numericky presné. Nezbyva nam proto nez se vydat do kalnych vod pfi-
bliznych metod. Resen{ Schrédingerovy rovnice pro atom vodiku ndm nicméné poskytne dobry
zaklad, ze kterého je mozné se odrazit k pribliznému feseni problému vice-elektronovych atoma.
Zakladni postupy si muzeme ukazat jiz na ,nejjednodussim slozitém atomu“, atomu helia.

10.1 Atom helia

V atomu helia na sebe pisobi tii ¢astice, jadro helia s protonovym (resp. ndbojovym) ¢islem
Z = 2 a dva elektrony. Nebude nam tudiz zatézko napsat pro helium hamiltonian

A h? 1 2e?  2¢? 1 2
H = =5 (Aer + Dey) (i + i) +— (10.1)

Me dreg \ 71 Ty dmeg g’
kde hamiltonian zapisujeme v soufadnicové soustavé umisténé do jadra helia.
0? 0? 0?

A,
' 83331 - aygl * 8231

je Laplacetv operator prvniho elektronu popisujici kinetickou energii prvniho elektronu,

0? 9? 0?
83732 " 83/32 " 8232

A,

je Laplacetuv operator prislusejici druhému elektronu, r; je vzdéalenost mezi jadrem helia a prv-
nim elektronem, ry je vzdalenost mezi jadrem helia a druhym elektronem,a ry5 je vzdalenost
mezi obéma elektrony. Schrédingerova rovnice je v tomto piipadé parcialni diferencidlni rov-
nici druhého fadu, jejimz feSenim je (vlnova) funkce Sesti proménnych, kupiikladu kartézskych
soutfadnic obou elektront x1, y1, 21, T2, ¥2 a zo nebo sférickych souradnic téchto elektront
r1, 01, ¢1, ra, B, ¢o. Bohuzel, ani v jedné sadé soufadnice se ndm nepodaii hamiltonian se-
parovat, nemuzeme jej napsat jakou soucet c¢lenu zavisejicich na souradnicich pouze jednoho
elektronu a ¢lenu zavisejiciho pouze na soutadnicich elektronu druhého. Hamiltonian mtzeme
zapsat nasledujicim zptisobem

H=H,+ Hy + Hys, (10.2)
kde hamiltonian
A h? 1 22
Hi=— A — — 10.3
! 2me ! 4meg T ( )

pusobi toliko na soufadnice prvniho elektronu a hamiltonidn

h? 1 2¢?

= —

(10.4)

2
2m, 4meg 1o
pouze na soutadnice elektronu druhého. Problém ptisobi ¢len popisujici odpuzovani mezi elek-
trony

A 1 €2 1 e?

ng ==
Ameg o Amey |rp — ra

(10.5)
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Pokud bychom mohli zanedbat tento ¢len, byla by situace rizova. Celkovou vlnovou funkci
pak snadno zapiSeme jako sou¢in dvou vinovych funkei ¢1 a ¢9 (metoda separace proménnych,
srov. rovnici (7.3)

V=019, (10.6)

pricemz ¢, zavisi pouze na soufadnicich prvniho elektronu a je ddna feSenim rovnice

Hipy = Ey¢r. (10.7)

Tato rovnice ale neni nez Schrodingerova rovnice pro atom vodikového typu! Jeji fesSeni tudiz
zname

1 A
N a 10.8
n=g(Z) = (1038)
kde Bohriv polomér lze vyjadrit pomoci fundamentélnich fyzikalnich konstant
Amegh?
ap = o (10.9)

Analogické vztahy plati pro vinovou funkci ¢, takze celkovou vlnovou funkei muzeme napsat
jako

]_ 23 _Zr Zro

Y=¢1-p2= e L e . (10.10)
™ a

Energie atomu helia pfi zanedbani ¢lenu (10.5) (tedy pii zanedbani odpuzovéni elektroni) je
pak dana vztahem

ZQ

—) &V = —136-8 6V = —108,8 &V. (10.11)

ZQ
E=F +E,=-136 (—2+ 5
n n
Tato hodnota je po Certech vzdalena od hodnoty zmérené experimentalné (—79,0 eV). Ctenar
muze byt navic znejistén skutecnosti, ze vypoc¢itana hodnota je nizs$i nez hodnota experimen-
talni. Neprotivi se tento vysledek varia¢nimu principu? Po blizsim ohledani zjistime, Ze nikoliv.
Variacni princip pravi, ze energie vypocitand s piibliznou vlnovou funkei pomoci spravného
hamiltonianu je vzdy vyssi nez energie skutec¢na. NasSe zjednoduseni ale nespocivalo v nalezeni
priblizné vinové funkce pro pfesny hamiltonian, nybrz v nalezeni presného feSeni pro piiblizny
hamiltonian.
Z predchoziho vypoctu vyplyva, Ze mezi-elektronové odpuzovani v nasich tivahach zanedbat
nemtzeme. V nésledujicich oddilech si ukdzeme, kterak elektronovou energii atomu helia vypo-
¢itat s vyuzitim dvou cest, pomoci poruchového i varia¢niho ptistupu.

10.1.1 Vypocet elektronové energie atomu helia poruchovym pristupem

V poruchové teorii predpokladéme, Ze jsme schopni nalézt feSeni pro priblizny hamiltonian HO
a pomoci tohoto feseni pak hledame feSeni pro presny hamiltonian H=HO + H'. Zvolme si
jako hamiltonian nultého radu soucet

HO = i, + H,, (10.12)

ve kterém je zanedbéna mezi-elektronové odpuzovani. Reseni pro tento systém znédme. Korekce
prvniho fadu pro energii (srov. oddil 9.2, vztah (9.39)) je pak déna jako
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= / WO H O dr, (10.13)

coz v nasem piipadé konkrétné znamena Sesti-dimenzionalni integraci pres (sférické) souradnice
obou elektront

2w 2m w W™ 00 0O
(1) 1 ZG 2 i _Zry ]
E = 4 e @ e 9o —Tl sin (917"2 sin (92d7"1d7"2d91d92d¢1d¢2, (1014)
Teg T2 12
0 0 0 0 0 O

kde jsme za ¥ dosadili ze vztahu (10.10). Vyrazy r?sinf;, a r3sin6y piedstavuji Jakobian
transformace z kartézskych do sférickych souradnic.

Vy¢isleni tohoto integralu je ponékud svizelné, ale proveditelné. Po provedeni ziskame ko-
rekci prvniho fadu. Celkova energie v rdmci poruchové metody prvniho fadu je tak

E=F9 4+ EM = 1088 + 34 = —74,8 ¢V. (10.15)

Souhlas s experimentem jiz tedy neni uplné $patny! V poruchovém metodé bychom mohli
pokracovat do vyssich fadd. Pro helium vychézi korekce vyssich rada

E® —4,3 eV
E® = 016V

Postupné tak v ramci poruchové metody konvergujeme k experimentalni hodnoté.

10.1.2 Vypocet elektronové energie atomu helia variacnim pristupem

Pfi varia¢nim feSeni potfebujeme najit néjakou pfibliznou (ale rozumnou) vlnovou funkei, ktera
méa nedourcené parametry. Vyjdéme z funkce ve tvaru

1/ 72\ _#n 2
o =— (—) e e 90 . (10.16)

™ \ Qo

Tato funkce vypada jako vlnova funkce atomu helia, ve kterém se elektrony neodpuzuji.
Misto nabojového ¢isla Z = 2 mame ale nyni ve funkci neurceny parametr Z’. Fyzikalné si mu-
zeme predstavit, ze diky pritomnosti druhého elektronu ,,vidi“ prvni elektron jadro o mensim
naboji, nez jaky skuteéné mé. Jinymi slovy, elektrony stini atomové jadro. Hodnotu parame-
tru Z’, tj. efektivniho naboje jadra, je tfeba urcit na zakladé minimalizace energie vzhledem
k parametrim zkusmé funkce.

Musime zacit vyjadieni funkcional energie, tj. zavislosti energie na konkrétni formé zkusmé
funkce. Za¢neme tim, Ze si hamiltonian (10.1) napiSeme v mazané formé

A h? Z'e? 7'e? e? e? e?
H= A+ A — 7 — ARA —
2me( 1+ fo) dmegr;  4dmegrs + 4megry * )477'607“2 Amegris’
(10.17)

kdy pfitom pro hamiltonian [:I(’) zjevné platid

H)® = E'®, (10.18)

dJde totiz o hamiltonian atomu vodikového typu, pro néjz feeni zname.
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2(2/)262

E = —
8megag

Pro funkcional energie pak plati

. 2 O*P O* P O*P
E:/(I)*H@dT:E’—l— ‘ [(Z’—Z)/ dT+(Z'—Z)/ dT—I—/ dT},
47T€0 T1 T2 T12
(10.19)
coz po lehce otravném vydcisleni integralu vede k vyrazu
Eo(zy—2zz+ 7)< (10.20)
8 Aregan ‘

Vsimnéme si, ze ve funkciondlu energie nam vystupuje jak nédbojové ¢islo Z (z hamiltonianu,
nejde o variaéni parametr), tak efektivni nabojové ¢islo Z’. Optimélni hodnotu Z’ nalezneme
jako minimum funkcionalu energie, tj. polozenim derivace tohoto funkcionélu nule

2Z’—2Z+g=0

z ¢ehoz po dosazeni Z = 2

7' = 1,6875.

Po dosazeni optimalni hodnoty Z’ do funkcionalu energie dostaneme hodnotu

5 2
E = ((1,6875)% —2-2-1,6875+ — - 1,6875 ¢ = —77,48 eV. (10.21)
8 4megag

To je vsak jiz hodnota energie, ktera je ve velmi slusném souladu s experimentem. Mohli bychom
tuto hodnotu jesté néjak vylepsit? Nepochybné mohli, ale potfebovali bychom jiz slozitéjsi tvar
zkusmé funkce ®@. Jeji soucasna forma predpoklada nezavisly pohyb obou elektroni, zanedbava
korelaci jejich pohybt. Pokrocilejsi metody elektronové struktury musi jit za ramec této apro-

ximace. O tom se dozvime vice v oddilu o metodach popisu elektronové struktury molekul.

10.2 Atomy o vice nez dvou elektronech

Poté, co jsme se naladili uspéchem kvantovych vypoc¢tia pro atom helia, mizeme byt v pokuseni
uplatnit cely postup i na dal$i atomy. Vezmémez si tfeba atom lithia. Zde zkusmou vlnovou
funkci budeme hledat jako

q) — Q§1¢2¢3, (1022)
pricemz ¢; bude podobné jako v pfipadé helia dano jako
1 (2'\** _zm
= — | — a 10.23
i VT (GO) © ( )

Vypocet vede k energii lithia —230 eV. Experimentalni hodnota je ovsem pouze —203,5 eV.
Tento vysledek se jevi byt v pfimém rozporu s variaénim principem. Je snad néco $patné
s varia¢nim principem nebo s piirodou? Pouceny ¢tenar asi tusi, ze problém nastal ignorovanim
Pauliho vylucovaciho principu. Vlnovou funkci predpokladame ve formé

¥ = 1s(1)1s(2)1s(3) (10.24)
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neboli

183,

To neni symbol, se kterym bychom se v ucebnicich chemie setkavali. Je tfeba na tomto misté
ale pfipomenout, zZe s Pauliho principem kvantova mechanika az do této chvile nepocitala. Je
tfeba si o ném rici vice.

10.3 Antisymetrie vinové funkce a Pauliho vylucovaci princip

Pauliho vylucovaci princip zné vétsina studenti jiz ze stfedni skoly. Zhruba fec¢eno nam tvrdi,
ze dva elektrony se v atomu (¢i v molekule, pevné latce a kdekoliv jinde) nemohou nachézet ve
stejném kvantovém stavu. Wolfgang Pauli tento princip formuloval na zakladé studia atomo-
vych spekter jako experimentalni skute¢nost. Pozdéji se teprve objevila souvislost mezi Pauliho
vylucovacim principem a obecnymi vlastnostmi mnoha-¢asticové vlinové funkce.

Kvantové-mechanické ¢astice (jako jsou elektrony) jsou nerozlisitelné, nemizeme je ,,obarvit*
a sledovat, jak se pohybuji. Je to dusledek relaci neurcitosti. Pokud bychom pohyb néjaké
castice chtéli sledovat, potfebovali bychom védét polohu ¢astice v daném case, ale také jeji
rychlost. Ta nam totiz fekne, kde prislusnou ¢astici muzeme ocekavat v nasledujicim okamziku.
Oboji informaci ale zaroven nemuzeme ziskat s libovolnou presnosti, nema tak smysl mluvit
o trajektorii ¢astice a ¢astice nemuzeme rozlisit. Nemiizeme nijak poznat, pokud se dva elektrony
prohodi. V jazyku kvantové mechaniky nerozlisitelnost ¢astic vyjadiime vztahem

[(1,2)]" = [4(2, 1) (10.25)

Tato rovnice nam 1ika, ze pravdépodobnost, Ze se na misté A bude nachazet prvni ¢astice a na
misté B druhé c¢éastice, musi byt stejna, jako pravdépodobnost nalezeni ¢astice 1 na misté B
a Castice 2 na misté A. Tato identita muze byt realizovana dvéma zpusoby

P(1,2) = (2,1) (10.26)

W(1,2) = —(2,1). (10.27)

V prvnim pripadé fikdme, Ze vlnova funkce je symetricka vici permutaci dvou ¢astic. Caéstice,
které splnuji toto pravidlo, se nazyvaji Boseho ¢astice nebo prosté bosony. Ukazuje se, ze jde
o castice s celociselnou hodnotou spinu a ze pro tyto ¢astice neplati Pauliho vylucovaci prin-
cip (viz dale). Naproti tomu ¢éstice s vlnovou funkei antisymetrickou vici permutaci ¢astic
nazyvame Fermiho ¢asticemi (nebo fermiony). Fermiony maji polo¢iselny spin a Pauliho vy-
lu¢ovaci princip pro né plati. K bosontim nélezi kupiikladu foton, k fermioniim pak elektron.
To, zda je dana c¢astice fermion nebo boson, je dano experimentalné. V kvantové mechanice
tuto skutecnost zavadime jako postulat.

Postulat ¢&islo 6: Pri zaméné dvou elektroni musi vlnova funkce zménit zna-
ménko. (Spinové-statisticky postulat)

Ukazme si nyni souvislost mezi antisymetrii vinové funkce vylucovacim principem. Pfed-
stavme si elektrony, které jsou charakterizovany polohou a primétem spinu do osy z

¢ = (r1,ms;). (10.28)

Jelikoz jde o fermiony, musi platit
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(g1, 92,93, - - qn) = —(q2, 1, q3, - - - qN)- (10.29)

Uvazme nyni situaci, kdy oba elektrony maji pfesné stejnou polohu a také stejnou hodnotu
projekce spinu, jinymi slovy ¢; = ¢». Pfedchozi rovnice pak nabyvé tvaru

'QZ)((h; q1,43, - - - QN) = —@D(Ch, q1,43, - - - QN)7 (10-30)

z ¢ehoz ale okamzité plyne

U@, 41,3, ---qn) =0 (10.31)

Pravdépodobnost, ze by se dva elektrony se stejnou projekci spinu do osy z (nadéle budeme uzi-
vat vyrazu ,se stejnym spinem‘) mohly nachézet na stejném misté je nulova. Toto ,,odpuzovani
elektront nesouvisi s elektrostatickymi silami, je pfimym dusledkem antisymetrie vlnové funkce.
Mluvime o Pauliho repulzi.

V nasem vykladu atomu helia jsme s vyhodou hledali feseni Schrodingerovy rovnice ve tvaru
soucinu

¥(1,2,...N) = 1(1)$2(2) ... on(NV), (10.32)
ktery pro ptripad dvou elektronti

¢(1,2) = ¢1(1)¢2(2)-

Takto zapsana vlnova funkce ale neni antisymetrickd (dokonce ani ne symetrickd, permutaci
elektroni ziskdme tplné jinou funkci). Nejjednodussi funkce ve tvaru soucinu jedno elektrono-
vych funkci bude mit nésledujici tvar

1
V2

kde faktor 1/ V2 pridavame z davodu normalizace.
Vlnova funkce dvou elektront popsanych stejnou jedno-elektronovou funkei (tj. stejnym orbi-
talem ¢; = ¢9) ale nezbytné musi byt identicky rovna nule

¥(1,2) = —=[d1(1)$2(2) — ¢1(2)g2(1)] - (10.33)

1
V2
Pravé toto tvrzeni zndme z chemickych ucebnic jako Pauliho vylucovaci princip. Zde vidime,
ze tento puvodné na zékladé spektroskopickych experimenti odvozeny princip tzce souvisi
s antisymetrii vinové funkce.

Zminme na tomto misté, Ze jedno-elektronova vinova funkce ¢ mé svou prostorovou ¢ast x
a spinovou ¢ast a 3

¥(1,2) = —=[d1(1)$1(2) — ¢1(2)¢1 (1)] = 0. (10.34)

¢ =x-anebo ¢ =x-p. (10.35)

Mluvime pak o tzv. spinorbitalu. Vlnova funkce atomu helia v zakladnim stavu by pak vypa-
dala takto

o1 = Is -« (10.36)
P2 = 1s-f

b= L s()a(1)1s@)82) — 152)a2)1s(1)5(1)] =

7 1s(1)1s(2) [(1)B(2) - a(2)B(1)].

1
V2
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Celkova vlnova funkce je tak dédna soucinem prostorové ¢asti a Casti spinové. V hamiltonianu se
ale spin nevyskytuje a my nakonec fesime Schrodingerovu rovnici pouze pro prostorovou ¢ést
vlnové funkce

H1s(1)1s(2) = E1s(1)1s(2). (10.37)

Na nasich predchozich vypoctech se tak nic nezménilo. V pripadé obecné mnoha-elektronové
vlnové funkce spin ignorovat nemizeme a diky tomu ma tieba tripletni stav jinou energii nez
stav singletni.

Nejjednodussi obecny tvar antisymetrické vinové funkce pro N-elektronovy systém ziskame
ve formé tzv. Slaterova determinantu

¢1(1) ¢1(2) - ai(N)
p=_L ¢2.( ) ¢2F ) | 9252(. ) . (10.38)
vV N! : : : :
on(1) on(2) -+ on(N)
Diky vlastnostem determinantu je antisymetrie vinové funkce automaticky zajisténa. Tvar vl-
nové funkce (10.33) je specialnim piipadem Slaterova determinantu pro N = 2. Pro atom lithia
bychom zapsali Slatertiv determinant ve tvaru

Isla(l) 1s(2)a(2) 1s(3)a(3)
b= —=|1518(1) 1s5(2)3(2) 1s(3)3(3)]. (10.39)
V6 os1a(1) 25(2)a(2) 2s(3)a(3)

Zde jiz ovsem nemuzeme vinovou funkci zapsat jako sou¢in prostorové a spinové ¢asti. Kdyz
nyni budeme v této formé hledat energii atomu lithia v ramci poruchového pristupu, ziskime

EO = B + B+ Ey = —2755 6V
EY = @O H )0y =835 eV
E = EO4+E® =_192¢V,

N 1 1 1 2
H' = <—+—+—) .
12 ris To3 ) 4meg

Varia¢nim fesenim pak ziskame energii

E = —2012eV.

Tedy hodnotu vyssi (ale zaroven relativné blizko) v porovnani s hodnotou experimentalni,
—203,5 eV.

10.4 Hartreeho a Hartreeho-Fockova metoda pro atomy

Zformulujeme nyni obecny zpiisob, ktery nam umozni systematickym zptusobem reSit Schrodin-
gerovu rovnici pro N-elektronovy atom (a obecné N-elektronovou molekulu) pomoci varia¢niho
principu. Budeme promyslet opét pripad atomu helia, rozsiteni na vice-elektronové atomy je
ale primocaré.

V predchozich oddilech jsme vidéli, Ze je rozumné hledat vinovou funkci atomu helia ve
formé soucinu

Y = g1(r1, 61, $1)g2(r2, 02, P2). (10.40)
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7 pohledu teorie pravdépodobnosti nam tato rovnice ika, zZe pohyb prvniho a druhého elektronu
je nezavisly. Ne ze by se ty dva elektrony ,necitily”, nicméné predpokladame, ze elektron ,,citi®
jenom prumérné pole generované druhym elektronem. Jelikoz se v tomto oddile zabyvame
atomy, budeme pro jednoelektronové vinové funkce g; a gy predpokladat tvar

g = h(r)Y;" (01, 1) (10.41)
g2 = h2(7’2)Yz;n2(92,¢2)7 (10.42)

kde Y, jsou sférické harmonické funkce. Pfedpokladejme nyni, Ze nam nékdo prozradil tvar
jedno-elektronové vinové funkce g, a nam zbyva dopocitat vinovou funkci g;. Prvni elektron se
bude pohybovat v elektrostatickém poli jadra helia a dale na néj bude pusobit druhy elektron,
jehoz rozlozeni v prostoru ale diky znalosti vlnové funkce g, zname. Muzeme tak predpokladat,
ze se bude pohybovat v efektivnim potencialu

B e? \92|2 Ze?
Co - | 10.43
1(r1, 01, ¢1) 47‘(‘60/ 1 T Aegr; ( )

Udélejme jesté jedno dalsi priblizeni, totiz to, ze zprimeérujeme tento potencial ptes tthlové
soutadnice a budeme predpokladat, ze se elektron pohybuje v centralnim poli

— 027r fOﬂ— ‘/1(7], 917 ¢1) sin 91d91d¢1

Vi(r 10.44
() 2T [ sin 0,0, dphiy (10.44)
Vlnovou funkci g; pak nalezneme fesenim jedno-elektronové Schrédingerovy rovnice
h2
—5—A1 +Vi(r1)| g1 = €191 (10.45)

e

ha
Takovouto rovnici uz jsme schopni fesit, byt by se tak délo numerickymi metodami. Navic
jde o rovnici s centralné-symetrickym potencidlem, takze bude platit

[H,L%) =[H,L.]=0 (10.46)

a velikost momentu hybnosti i projekce momentu hybnosti do jedné z os se budou zachovavat.
Kvantova ¢isla [ a m budou tudiz ,,dobra kvantova cisla“. Jedno-elektronové vinové funkce
budou i tentokrate charakterizovany kvantovymi ¢isly n, [ a m, nicméné nebudou jiz platit
degenerace mezi hladinami o stejném hlavnim kvantovém ¢isle n.

Mame ale jednu potiz. Celou dobu predpokladame, Ze zname vinovou funkci go. Jenze my
ji ve skutecnosti nezname! V rovnici (10.45) se nam tak objevuje neznama funkce g,. Mohli
bychom celou tivahu provést i naopak, budeme predpokladat, ze zname vlnovou funkci ¢g; a bu-
deme se snazit vypocitat vilnovou funkci g;. Dostaneme tak soustavu dvou rovnic pro dveé
neznamé funkce, g; a go. Jde o slozitou soustavu integro-diferencialnich (a k tomu nelinearnich)
rovnic. ReSent pak hleddme iterativnim zptisobem, pomoci tzv. metody samo-souhlasného pole
(SCF, z angl. Self-Consistent Field). Vypocet za¢neme hrubym odhadem tvaru vlnovych funkei
g1 a go. Pomoci téchto odhadt vinovych funkei uréime efektivni pole, ve kterych se oba elektrony
pohybuji (jinymi slovy pouzijeme tyto funkce ke konstrukei jedno-elektronovych hamiltoniant
v rovnici (10.45)). VyfeSenim rovnice (10.45) ziskdme novou sadu funkei g; a go. Celé kolecko
se mize opakovat, do doby, nez se funkce jiz dale neméni (viz obrazek 12).

Predvedeny postup pfedstavuje tzv. Hartreeho metodu. Nage ,,odvozeni“ bylo heuristické,
ke stejnému vysledku bychom ale dosli s pouzitim varia¢niho po¢tu. Obecné v Hartreeho me-
todé predpoklddame zkusmou vinovou funkei ve tvaru souc¢inu N jedno-elektronovych vinovych
funkei
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Obrazek 12: Resent Hartreeho a Hartreeho-Fockovych rovnice se prakticky provdds iterativ-
nim zpusobem.

P = q192q3 - . . qn- (10.47)

Kazdy z elektronu se pak pohybuje v efektivnim potencialu

2

|qJ Ze
E . 10.4
7’1,91;¢1 47T€0/ ] dreqr ( 0 8)

le

Pro kazdy z orbitali g; pak fesime Jedno—elektronovou Schrodingerovu rovnici ve tvaru

higi = €i9; (10.49)

Jak vypocitame celkovou energii? Naivné bychom se mohli domnivat, ze staci se¢ist energie
jednotlivych elektrontt E' = ). ¢;. udélali bychom ale chybu, energie €; v sobé zahrnuje coulom-
bovské odpuzovani s druhym az N-tym elektronem. Energie interakce mezi prvnim a druhym
elektronem se ale vyskytuje i ve ¢lenu €;. Mezi-elektronovou repulzi bychom tak zapocitali
dvakrate. Celkova energie bude proto déna vztahem

E = suml¥ &; — Z Z //|gz 47|re|§]rj drdr; = Zel Z Z Jij, (10.50)

=1 j=i+1 =1 j=i+1

kde druhy clene pfedstavuje odpuzovani mezi dvéma oblaky elektroni, ktery odecitdme, aby
nebyl zapocitan dvakrat.

Hartreeho metoda je bohuzel pro elektrony nepouzitelna. V minulé kapitole jsme si vysvétlili,
ze vinova funkce popisujici elektrony musi byt antisymetrickd vici permutaci elektronti. Musime
ji tedy zapsat ve formé Slaterova determinantu
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b=— |7 : : . (10.51)
gn(1)B(1) gn(2)B(2) - gn(N)B(N)

Tvar jedno-elektronovych vinovych funkei (orbitali) uréime opét pomoci varia¢ni poctu,
ktery nas znovu dovede k soustavé jedno-elektronovych Schrodingerovych rovnic, k tzv. Focko-
vym rovnicim

Foé; = e, (10.52)

kde se ovSem kromé coulombovskych ¢lent vyskytuji i tzv. vyménné ¢leny. Mluvime o tzv.
Hartreeho-Fockovych rovnicich. Celkovou energii vypoc¢itame podobné jako v Hartreeho metodé

N N N
FE = Zé‘i — Z Z (Jl] — 5msi,m3jKij)> (1053)

i=1 j=i+1
kde ke coulombovskému integralu J;; pfidanému uz v Hartreeho metodé se pridava jesté vy-
ménny integral

Kij =//9§(r1)g$(rz))%gi(rl)gj(rz)drldrz. (10.54)

10.5 Roothanovy rovnice

Jednoelektronové funkce g; (tedy atomové orbitaly vice-elektronovych atomi) vétsinou hledame
ve formé linearni kombinace né&jakych zndmych funkei y;

9j = Z%Xa‘- (10.55)
Vyhoda je zfejma, nemusime hledat neznamé funkce g;, ale pouze neznamé ¢isla cj;. Misto

soustavy nelinearnich integro-diferencialnich rovnic (Fockovych rovnic) fesime pouze soustavu
(nelinearnich) algebraickych rovnic. Jde o nam jiz dobfe znamé sekularni rovnice

Z(E — €Sij)Cj =0 (1056)

resp. ve vektorovém zapisu

Fc = eSc. (10.57)

Podminkou netrivialniho feSeni je nulova hodnota sekularniho determinantu

det|F — eS| =0, (10.58)

z ¢ehoz dostaneme mozné hodnoty energii.
Vyse uvedené rovnice se nazyvaji rovnicemi Roothanovymi.
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10.6 Baze atomovych orbitalt

Mnozinu funkci y; nazyvame bézi atomovych orbitali. Tyto funkce mohou byt naptiklad:

e Orbitaly atomi vodikového typu. Bohuzel tyto funkce jsou pro vyssi hodnoty hlavnich
kvantovych ¢isel dosti komplikované. Navic je tfeba fada integrali provadét numericky.

e Orbitaly tzv. Slaterova typu (STO, z angl. Slater Type Orbitals). Jde o exponencialni
funkce

X(r) = (26)"F2 [(2n)1] V2 e, (10.59)

Na rozdil od funkei vodikového typu nemaji STO radidlni uzly. Hlavné ale nejsou vSechny
typy integralu s témito funkcemi analyticky vypocitatelné.

e Gaussovské funkce. Tyto funkce maji tvar

x(r) = Nptemar—ra)?, (10.60)

Nespornou vyhodou gaussovskych funkei je skutecnost, ze souc¢in dvou gaussiani je zase
gaussian, jenom lokalizovany na spojnici ptivodnich dvou gaussianii. VSechny maticové
elementy jsou analyticky vypocitatelné. Samoziejmé tyto funkce maji i své nevyhody
(naptiklad nespravné asymptotické chovani), pouziva se proto linearni kombinace gaus-
sovskych funkeci.

7 praktického hlediska je uzitecné seznamit se jesté s nékterymi pojmy:

e Minimalni baze. V minimalni bazi jsou obsazeny pouze funkce popisujici orbitaly ob-
sazené pouze v zakladnim stavu stavu pfislusného atomu. Minimélni baze pro atom helia
tak obsahuje pouze funkce popisujici 1s orbitaly.

e Rozsifena baze. Tato baze obsahuje funkce jdouci za ramec minimalni baze. Napiiklad
tzv. polarizacni funkce (funkce s vy$8im kvantovym ¢islem) ¢i funkce diftzni, tj. funkce
s velmi malym exponentem. Tyto funkce jsou dilezité kupiikladu pro popis aniontt nebo
pro popis slabych mezimolekularnich interakei.

Zmaceni bazi atomovych orbitalti neni nikterak systematické a je zapleveleno historickym
vyvojem oboru. Z pohledu uzivatele je uzitecné mit piehled o ¢asto uzivanych zkratkach, jako
STO-3G, 6-31g* ¢i aug-cc-pVDZ. Pro detailngjsi diskusi odkazujeme ¢tenéare napiiklad na Le-
vinovu ucebnici kvantové chemie.

10.7 Periodicita atomi pohledem kvantové teorie

Periodicky zakon 1ika, ze vlastnosti prvku jsou periodickou funkei jeho protonového ¢isla. Tento
zékon byl formulovan dlouho pted vznikem kvantové mechaniky (a také dlouho pied obje-
venim atomového jadra). Kvantova mechanika dava periodickému zdkonu novou interpretaci
a na periodickou tabulku nahlizi jako na kvantové-mechanickou strukturu. V tomto oddile si
kvantové-mechanicky pohled na periodicitu vlastnosti prvka stru¢né shrneme.

Zopakujme si nejdiive, jakym zptsobem jsou staveny z elektroni a jader atomy. Zéklad-
nim principim porozumime v ramci Hartreeho-Fockovy teorie. Vétsinou se jako se zakladnimi
principy setkdme s nésledujicimi pojmy
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e Vystavbovy princip. U atomi vodikového typu je energie jedno-elektronového stavu
déana vyhradné hlavnim kvantovym ¢islem n. V atomech je jiz degenerace riznych stavi
se stejnym kvantovym ¢islem sejmuta. Poradi jednoelektronovych stavi, které typicky
nalézame u neutralnich atomi, nazyvame vystavbovym principem. Podotknéme ovsem,
ze vystavbovy princip neni nenarusitelné dogma a pofadi orbitalii je obecné v riznych
atomech a iontech rizné, viz obrazek 13.

A

Q f
O) - —— —
: i
i H
m _____
d — — e —Y
______..::::::::""-'-_
- =
------- r—
p — T"'_
s —=

n=toons n=3 n=4

Obrazek 13: Pofadi orbitalu, které typicky machdzime v neutrdlnich atomech, se nazjvd
viystavbovym principem.

e Pauliho vylucovaci princip. Zcela fundamentalni princip, bez néj by periodické tabulka
neexistovala, vSechny prvky by v zékladnim stavu byly jenom razné vypasené atomy
vodiku.

e Pravidlo maximalni multiplicity. O Hundovych pravidlech bude fe¢eno vice dale.

7 Fockovych rovnic také vyplyva tzv. Koopmansuv teorém, dle kterého ionizacni energie i-tého
elektronu 1 E; rovna orbitalni energii piislusného elektronu ¢; (az na znaménko)

TV

pied Molecular Orbital) je zase rovna elektronové afinité

FA= —ELUMO- (1062)

Pojdme se nyni podivat, jak se vyviji s protonovym ¢&islem kupiikladu ioniza¢ni energie
nejvyse obsazeného elektronu (HOMO elektronu, z angl. Highest Occupied Molecular Orbital).
Pro atom vodikového typu by platilo

(2

1E ~ 2

(10.63)

Vnitini elektrony ale velmi efektivné stini naboj jadra, takze HOMO elektron citi naboj zmen-
Seny o pocet elektronii ve vnitinich slupkach. Jestlize se budeme pohybovat v periodé od lithia
k neonu, oc¢ekévali bychom rostouci ioniza¢ni energii: roste totiz protonové ¢islo a naboj jadra
neni jesté stinén. Jestlize ale od neonu prejdeme k sodiku, vzroste najednou skokové hlavni
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kvantové ¢islo n a navic efektivni protonové ¢islo se zmensi diky stinéni ndboje jadra vnitinimi
elektrony. Toniza¢ni energie by se proto méla spiSe blizit lithiu nezli neonu. To skuteéné pozo-
rujeme (pohled, ¢tenéfi, na obrazek 14). Podobné tivahy vysvétli i periodické zmény poloméru
atomi, ktery je pro jedno-elektronové atomy dén vztahem

2

n
R~ 7 (10.64)
¢i tfeba periodicita elektronegativity, kterou muzeme dle Mullikena definovat jako
x =0,187(IE 4+ EA) 4 0,17. (10.65)

ionizacni energie
elektronova afinita

atomovy polomér
ioniza¢ni energie
elektronova afinita

-

-

atomovy polomér

Obrazek 14: Ilonizacni energie, elektronové afinity ¢i poloméry atomi se s protonovym
cislem periodicky méng. Tato periodicita je dusledkem zdkladnich kvantové-mechanickych zd-
konai.

10.8 ScitAni momentu hybnosti a atomové termy

Jedno-elektronové atomy jsou charakterizovany nejen energii, ale také hodnotou velikosti mo-
mentu hybnosti (kvantové ¢islo 1) a projekei momentu hybnosti do ur¢ité osy (konvenéné do osy
z, kvantové ¢islo m). Jestlize studujeme atomy s vice elektrony, mohlo a mélo by néas zajimat,
jakym zptsobem se momenty hybnosti jednotlivych elektronu scitaji do celkového momentu
hybnosti.

Celkovy moment hybnosti L by mél spliovat kvantové-mechanicka pravidla jako jakykoliv
jiny moment hybnosti. Pro jeho velikost tak bude platit

IL| = A/L(L + 1) (10.66)

a pro projekci do sméru osy z pak

L. = hM. (10.67)

Uvazme piipad dvou elektroni, z nichz kazdy se nachazi v p orbitalu a je tedy charakteri-
zovan kvantovym cislem [ = 1.

11:1

lb =1

Hodnota momentu hybnosti ve sméru osy z se pak muze budto s¢itat a nebo odé¢itat. Udélejme
si nésledujici tabulku
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mi e |10 1
1 -2 -1 0
0 1 0 1
1 0 1 2

Vidime, ze bude existovat stav, pro ktery kvantové ¢islo M urcujici projekci celkového
momentu hybnosti do osy z nabyva hodnoty 2. Tomu ale odpovida stav s velikosti momentu
hybnosti daného kvantovym c¢islem L = 2. K tomuto kvantovému c¢islu ovSem piislusi jesté
hodnoty M = +1,0,—1,—2. V tabulce nam tedy zbyvaji hodnoty M = —1,0,0, 1. Je zjevné,
ze tedy musi existovat i stav s hodnotou L = 1. Tomu odpovidaji hodnoty M = —1,0, 1. Zbyva
tedy jestée M = 0, ¢emuz odpovida L = 0. Vidime tedy, Ze ze dvou elektronu ve stavu [ = 1
miizeme dostat L = 2,1,0.

Tuto nasi Gvahu miiZzeme zobecnit. Mame-li dva elektrony ve stavu [y a [;, pak celkovy
moment hybnosti mize nabyvat hodnot

L=l —lb|....0+10b. (10.68)

Stejnym zpusobem muzeme scitat také celkovy orbitalni moment L a celkovy spinovy mo-
ment S do celkového momentu J = L + S. Pro kvantové ¢islo J bude platit

J=|L-8|,....L+8. (10.69)

Stav atomu potom zapisujeme pomoci tzv. atomového termu

28+1L
J

Obrazek 15: Symbol pouzivany pro vyjadrent stavu mnoho-elektronového atomu

]l" Priklad 19

Zadani: Pri plamennych zkouskach je nejsnadnéjsi poznat pfitomnost sodiku diky vyzafo-
vani intenzivniho zlutého svétla. Toto svétlo odpovida prechodu neparového elektronu z 2p
orbitalu sodiku do orbitalu 2s. Uz v 19. stoleti se zjistilo, ze jde o dvé velmi blizko lezici
c¢ary, jedna u 589,0 nm a druha u 589,6 nm. Jakym dvéma pfechodiim tyto emisni Cary
odpovidaji?

Reseni: Sodik s neparovym elektronem v 2p orbitalu se miize nachazet ve dvou stavech
lisicim se kvantovym Ccislem J. Kvantové &islo L = 1, kvantové &islo S = 1/2, pak
J=|L—-S|, L+ Stedyda J=1/2, 3/2.

Piijde tedy o prechody ze stavii 2Py /5 a ?P3/5 do 2Sq stavu, coz je zakladni stav atomu
sodiku. Dle Hundovych pravidel bude energeticky nize stav 2P1/2, tj. prechod u 589,6 nm
odpovida deexcitaci z tohoto stavu.

Musime mit ov8em na paméti, Ze ne vSechny soucty jsou v atomech mozné (diky Pauliho
vylu¢ovacimu principu).
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10.8.1 Hundova pravidla

Poradi jednotlivych atomovych termi dle energie je dano tzv. Hundovymi pravidly. Nize uva-
dime jejich prehled.

cvv s

e Je-li multiplicita dvou termt stejné, pak nizsi energii ma term s vyssi hodnotou L.

e Je-li multiplicita i L dvou termu stejna, pak pro slupky méné nez z poloviny zaplnéné ma
nizsi energii stav s niz$im J.

[’ Priklad 20

Zadani: S pomoci Hundovych pravidel odvodte zakladni stav atomu uhliku a zapiste dovo-
lené termy.

Reseni: Zakladni elektronovy stav ma plnou elektronovou konfiguraci
152 22 2p2

nebo ve zkracené podobé
2He : 2¢° 2p2.

Dale vime, Ze plné zaplnéné slupky nemusime uvazovat. Dosli jsme tak k zavéru, ze zakladni
stav atomu uhliku odpovida elektronové konfiguraci 2p2. Tomu odpovidaji termy

1Sy, 3Py, *P1, Py a 'Ds.

V nerelativistické kvantové mechanice by se energie stavt lisicich se pouze hodnotou celko-
vého momentu hybnosti J nemeéla lisit. Rozdil energii je zptusoben tzv. spin-orbitalni vazbou.
Zhruba Teceno, elektron rotujici kolem jadra generuje magnetické pole. Spin elektronu je vuci
tomuto poli riznym zpiisobem orientovan a tim je ovlivnéna i jeho energie. V hamiltonianu tak
pribyva ¢len

Hgo = €LS. (10.70)

Parametr ¢ predstavuje pro lehka jadra jenom velmi maly ¢len, Ten vsak rychle roste a pro
tézkéa jadra je tfeba tento jev brat v potaz. S¢itani momenti hybnosti se dé provadét dvojim
zpusobem

e L-S vazba (Russelova-Saundersova). Zde nejdiive s¢itdme orbitalni moment hybnosti
pro cely atom, zvlasté spinovy moment pro cely atom a teprve na konci se¢teme oba
momenty. Uplatiuje se v situacich, kdy je mezi-elektronova repulze vyznamnéjsim efektem
v porovnani se spin-orbitalni vazbou.

e j-j vazba. Zde nejdiive s¢itame orbitalni a spinovy moment pro jednotlivé elektrony
a sc¢itame teprve vysledny moment hybnosti.
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11 Kvantova teorie molekul

Popis molekul v ramci kvantové teorie je tstfednim tématem kvantové chemie. Na rozdil od
atomu nejsou molekuly centralné symetrické, coz vypocty jejich vlastnosti komplikuje. V du-
sledku nizsi symetrie se tak naptiklad v molekulach pii elektronovém pohybu nezachovava mo-
ment hybnosti. V piipadé molekul se musime kromé pohybu elektront vyrovnat také s pohyby
atomovych jader. Atomova jadra jsou daleko téZsi nez elektrony, takze jejich popis na kvantové
trovni neni vzdy nezbytné nutny. Je ovSem tieba védét, jaka jsou omezeni klasického pohledu
na atomova jadra. Diky rozdilné hmotnosti jader a elektroni miizeme pohyb atomovych jader
a elektront (Casto) oddélit. To je podstatou tzv. Bornovy-Oppenheimerovy aproximace vedouci
ke konceptu hyperplochy potencialni energie. Tento koncept je pro chemika dulezity natolik, Ze

si mozna ani neuvédomi jeho pribliznou povahu.

11.1 Molekulovy hamiltonian

Nemeélo by nadm jiz byt zatézko zapsat pro molekulu hamiltonian. Ten musi obsahnout vSechny
molekulové interakce mezi jadry a elektrony. Pfi zanedbani relativistickych efektii nabyva né-
sledujiciho tvaru

-H:TR+TT+VRH+VHT+‘Z‘T7 (111)

kde T je operator kineticka energie jader

N h2
Tr = Z _zmmA“ (11.2)

T. operétor kineticka energie elektront

. K2
T, :Z—QmeAj, (11.3)
J

~

Vun popisuje coulombovské odpuzovani mezi jadry

ZZ/€
Vi 4WEOZZ|R R (11.4)

V,.r popisuje pritahovani mezi jadry a elektrony
Vir 11.5
4WEOZZ]R —rj| (11.5)

a VM popisuje odpuzovani mezi elektrony

. 1 e?
Vip = — —_— 11.6
47T6() Zj:j%;h‘j—rrﬂ ( )

Ve vyse uvedenych vyrazech jsou R; a r; symboly pro polohové vektory pro jadro ¢ a elektron
J, Z; pak znac¢i nabojové ¢islo jadra ¢. Nasim tkolem je vytesit Schrodingerovu rovnici

Hy = Ey (11.7)

kde vlnova funkce 1 je funkei jak souradnic elektrontu, tak souradnic atomovych jader.
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11.2 Bornova-Oppenheimerova aproximace

Pfesné teseni Schrodingerovy rovnice s molekulovym hamiltonidnem je mimotradné kompliko-
vané. Situaci nam ale hodné zjednodusi oddéleni pohybu elektronti a atomovych jader v ramci
Bornovy-Oppenheimerovy aproximace (BOA). Nejprve se na BOA podivame strucné
s nadhledem, poté jiz budeme matematicky rigor6zné;jsi.

11.2.1 Bornova-Oppenheimerova aproximace: Prvni pohled

YV s

I nejlehéi atomové jadro (proton) je priblizné 1800krat t&zsi nez elektron. Pohybuje se proto
také mnohem pomaleji nez elektron. Kvantovy elektron tak v kazdé chvili vidi v podstaté
stojici, klasicka atomova jadra. Pro kazdou geometrii jader mizeme proto vytesit elektronovou
Schrédingerovu rovnici a vypocitat ptrislusnou energii, se kterou se elektrony v molekule v dané
geometrii pohybuji

Helwel = Eelweh (118)
kde H, je elektronovy hamiltonidn
];Iel :Tr—f_vnr'f_v;r_’_vnn (119)

a F je elektronova energie (energie, se kterou se v molekule pohybuji elektrony, tato ener-
gie v sobé vétsinou zahrnuje i coulombovské odpuzovani mezi atomovymi jadry). 1 je pak
elektronova vinové funkce. Ta je funkei soutfadnic elektronii r;, parametricky je ale zavisla i na
soufadnicich atomovych jader. Pojmem , parametricka zavislost méme na mysli, Ze elektronova
vlnova funkce bude jiné pro kazdou geometrii R; a pro kazdou geometrii spocitame také jinou
elektronovou energii E,;.

Zavislost elektronové energie na souradnicich atomovych jader se pro dvouatomové molekuly
nazyva krivkou potencialni energie, pro viceatomové molekuly potom hyperplochou potencialni
energie. Hyperplocha potencialni energie je tstifedni pojem teoretické chemie, ktery dava che-
mikovi jasnou predstavu o struktufe a reaktivité molekul.

A

Vertikélni
excitacni
energie

Energie

1
1
L)
| 4
i i
. N r 1
Adl.ab?tl’Cka i | Disociaéni
excitaéni 4 lenergie
energie | i
i i
_________________________ Yo Y

Disociace vazby
Obrazek 16: Co lze vycist z hyperplochy potencidlni energie.
Obrazek 16 znazornuje kiivku potencialni energie pro obecny piipad dvouatomové molekuly.

Kfivky jsou vykresleny pro dva elektronové stavy. Na téchto kiivkach jsou vyznaceny rovnovazné
geometrie v zakladnim a v excitovaném stavu a nékteré vyznamné energetické tidaje.
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Hyperplochu potencidlni energie si nyni ukédZeme na nékolika konkrétnich piikladech. Ob-
réazek 17 zobrazuje hyperplochy potencidlnich energif pro Hy a dvouatomovy komplex argonu.
Hyperplocha (nebo v tomto piipadé kiivka) potencialni energie nam fiké, jak na sebe piuisobi
atomy & molekuly. Podivejme se nejprve kiivku potencialni energie Hf . Modra k¥ivka zobra-
zujici zékladni elektronovy stav ma minimum ve vzdélenosti kolem 0,1 nm. Tato vzdalenost
odpovida rovnovazné geometrii molekuly Hj . Cerven4 kiivka znazorhujici elektronové excito-
vany stav naopak zadné minimum nemé. Energie tohoto stavu je tim nizsi, ¢im jsou atomy
vodiku dél od sebe. Z této kiivky vidime, Ze molekula Hy se v excitovaném stavu rozpadne.

2500 T T T T T T T T
2_
_ _ Ar.. . Ar
S S
e €
2 2
w )
_500 1 1 1 1 1 1 1 1
0,05 0,1 015 0,2 0,25 0,3 0 02 04 06 0,8 1
r/nm r/ nm

Obrazek 17: Krivky potencidlni energie pro H; a dvouatomouvy komplex argonu. Energie
v obou pTipadech byly vypocitany Fesenim staciondrni Schrodingerovy rovnice.

Druhy obrézek znazoriuje dva atomy argonu. Ze stfedni Skoly si vSichni pamatujeme, Ze
vzacné plyny netvori dvouatomové molekuly. Kfivka potencialni energie argonu nicméné vyka-
zuje minimum. Nejde vSak o chemickou vazbu. V§imnéme si, Ze energetické minimum pro argon
je mnohem dal neZ minimum pro Hy . Navic, podivame-li se na energetickou osu, viimneme si,
e minimum u argonu nenf ani zdaleka tak hluboké jako bylo v p¥ipadé Hy . Argon vskutku ne-
tvori chemické vazby, ale je stabilizovan pouze slabymi nekovalentnimi interakcemi, konkrétné
tzv. disperznimi silami.

Dalsi priklad si vypiij¢ime ze zakladniho kurzu organické chemie. Molekula ethanu obsahuje
dvé methylové skupiny. Pokud jednu methylovou skupinu oto¢ime, bude se ménit potenci-
alni energie (tj. elektronova energie) této molekuly. Dva limitni pfiklady nazyvame zakrytova
a nezakrytova konformace. Obréazek 18 ukazuje energetiku otac¢eni methylové skupiny, pricemz
vSechny energie byly opét vypocitany feSenim stacionarni Schrodingerovy rovnice.

Posledni priklad ndm ukaze, ze pojem hyperplocha potencialni energie je dilezity také v che-
mické kinetice. Podivejme se na vznik bromovodiku podle nasledujici reakce

H, + Br — HBr + H, (11.10)

kde se prenese atom vodiku k bromu, jedna chemickd vazba zanikne a druha vznikne. Elektro-
nova energie systému o trech atomech zéavisi na tfech soufadnicich, coz jiz ve dvou rozmérech
neznazornime. Vybereme si proto jenom dvé souradnice, vzdalenost mezi dvéma atomy vodiku
a vzdalenost mezi atomem vodiku a atomem bromu. Zavislost energie na geometrii pak zné-
zornime pomoci vrstevnicového diagramu (viz obrazek 19). Udaje ve vrstevnicovém diagramu
odec¢itame podobné jako v mapé. Analogicky také hledame nejméné naroc¢nou cestu od reak-
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Obrazek 18: Zduislost potencidlni energie na vzdjemném otdceni methylovijch skupin v mo-

lekule ethanu.
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Obrazek 19: Vrstevnicovy diagram potencidlng energie pro reakci Br + HBr.

tantu k produkti, tj. udolim reaktanti pres sedlo k tudoli produkti (obrazek znézorhuje jesté

v

koordinata. V pravé ¢asti obrazku pak vidime energeticky profil reakce podél této reakéni ko-

ordinaty.

Hyperplocha potencialni energie je smysluplny pojem pouze pokud je pohyb atomovych ja-
der a elektronii je nezavisly. Matematicky tuto nezéavislost formulujeme tak, Ze celkovou vlnovou

funkci zapiSeme jako soucin vinové funkce elektroni (1)) a vlnové funkce jader (x)

Y = x(R)Ya(r;R).

11.2.2 Bornova-Oppenheimerova aproximace: Odvozeni

(11.11)

Vyjdeme z elektronového hamiltonianu, ktery popisuje elektrony pro stojici jadra v konkrétni

geometrii R;

A A

Hel = Tr + Vnr + ‘A/rr + Vnn
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Elektronovy hamiltonian ptisobi toliko na funkce soufadnic elektronu (pfi¢emz ale tento elek-
tronovy hamiltonian je rizny pro rizné soufadnice jader R;). VyfeSme nejdiive pro kazdou
z moznych geometrii elektronovou Schrédingerovu rovnici

Hpl) = EDy®. (11.12)

el Tel

Znovu pripomenme, ze feSenim je vinova funkce soufadnic elektroni parametricky zavisla na
soutadnicich jader

v =4l (r;R). (11.13)

el

Pod pojmem ,parametrickda zavislost® mame na mysli, Ze vinova funkce je rtizna pro ruzné
soufadnice jader, pri¢emz ale ¢tverec vinové funkce nemé vyznam hustoty pravdépodobnosti
nalezeni jader v ur¢ité geometrii R;. Sada vlastnich funkci elektronového hamiltonianu vy-
tvari uplny soubor funkci a mizeme tedy kazdou funkei souradnic elektront rozvinout do baze
vlastnich funkei elektronového hamiltonianu. MiuZeme to ucinit i pro celkovou vlnovou funkei

= > u(R)vg (5 R), (11.14)

kde y;(R) jsou rozvojové koeficienty, které zavisi na poloze jader. Doposud jsme se nedopustili
zadné aproximace. Dosadime tedy vlnovou funkei ¢(r, R) do Schrédingerovy rovnice Hyp = E,
jejiz levou stranu si dale upravime

=3 (T + Hapxaw) = [ Trlxivd) + wESvl) | (11.15)
Nyni si upravime prvni ¢len pravé strany posledni rovnice. Vyklad zjednodusime tim, ze budeme
uvazovat operator kinetické energie pouze v jednom rozméru, tj.

A —h? d2
R = T
2m R dR?
Nyni se zaméfime na piisobeni operatoru kinetické energie jader

. , K2 S d2y; dy: dzﬁ(i) d2¢(i)
T ; (9) - ()& Xi 2_2 el ; el 11.16
RXVel = g (wel drz TTAR dr N aRe (11.16)

Na tomto misté se dopustime aproximace: zanedbame posledni dva ¢leny z rovnice 11.16, tedy

o : d2
TRXHD&) ~ %Zfel d gg
Z odvozeni Bornovy-Oppenheimerovy aproximace jasné vidime, Ze obecné bude platit tim lépe,
¢im méné se bude elektronova vinovéa funkce ménit s geometrii. Mizeme hned nabyt podezient,
ze pro rychle se pohybujici jadra by Bornova-Oppenheimerova aproximace nemusela fungovat
iplné dobre.

Vratme se jesté k rovnici 11.15. Rovnici nejprve vynasobime komplexné sdruzenou elektro-
novou vlnovou funkei ngl a nasledné prointegrujeme pres soufadnice elektront r

(11.17)

> [TR(xi¢§f)+xz e,} EZ% Xi /.¢g>*,//d7 (11.18)

)

Schrédingerova rovnice (v jedné dimenzi) nabude tvaru

{TRXZ / G0 dr 4 B0 / @/Jé{)wéé)ﬂ D3 / s yudr (11.19)
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Vzhledem k tomu, Ze elektronové vinové funkce jsou ortonormalni, rovnice se zjednodusi na

nésledujici tvar
Z [TRXi(sij + XiES)(Sij] = EZ/%X@-- (11.20)

7

Kroneckerovo 9 ndm nakonec vybere pouze ¢leny pro i = j

(Tr+ ED) x; = Bx;: (11.21)

Rovnice 11.21 predstavuje Schrodingerovu rovnici pro jadra. Vidime, ze jadra se pohybuji v po-
tencidlu daného elektronovou energii pro jednotlivé geometrie.

11.2.3 Meze platnosti Bornovy-Oppenheimerovy aproximace

Neni tézké naleznout piiklady, kdy Bornova-Oppenheimerova aproximace selhavi. Vezméme
si molekulu chloridu sodného (viz obrazek 20). NaCl je v zakladnim stavu vazéna iontovou
vazbu, minimum zékladniho stavu si tedy miZeme pfiblizné popsat jako Na™Cl™. Kdyz od
sebe oddalujeme atomy chloru a sodiku, roste energie, az dojde k rozpadu chemické vazby.
Molekula se mutiZze rozpadnout dvéma zptsoby, na Na™ a C1~ nebo na Na a Cl, pficemZ jedna
limita odpovida zdkladnimu a druha excitovanému stavu. Nyni uvazujme, Ze molekulu chloridu
sodného excitujeme. Kovalentné vazany excitovany stav v geometrii globalntho minima nenf
stabilni a bude se proto rozpadat. Tento rozpad by se dle Bornovy-Oppenheimerovy aproximace
mél odehravat na jedné kiivce potencialni energie a vysledkem by tak mély byt ionty Na™Cl™.
Ve skutec¢nosti vzniknou oba produkty, jak iontovy, tak kovalentni. V oblasti kiizeni stavi se
totiz elektronova vlnova funkce s mezijadernou vzdalenosti dramaticky méni a druhy a tieti
¢len v rovnici 11.16 proto neni mozno zanedbat.

Excitovany stav C

Energie

Zakladni stav

Na*Cl-

v

Na-Cl vazba

Obrazek 20: Ukdzka selhdani Bornovy-Oppenheimerovy aprozimace

99



12 Vibrace a rotace molekul

Obecna molekula muze konat translacni, vibra¢ni nebo rota¢ni pohyby. V této kapitole si uka-
zeme pouze nejjednodussi piiklad, totiz popis vibrace a rotace dvouatomové molekuly.
V minulé kapitole jsme si ukazali Schrodingerovu rovnici pro jadra (11.21)

(TR + Eé?) X; = EX;,

kde E,; je elektronova energie jako funkce soufadnic atomového jadra, x je vlnova funkce popi-
sujici pohyb atomovych jader (tedy translaci, vibraci a rotaci molekuly) a F je celkova energie
molekuly zahrnujici energii pohybu elektronu i jader. Pismenem j indexujeme elektronovy stav.
Pro zjednoduseni budeme v néasledujicim textu uvazovat platnost Bornovy-Oppenheimerovy
aproximace a dale pouze zékladni elektronovy stav molekuly

<TR + Eel> Xj = Ex;-
Jelikoz uvazujeme dvouatomovou molekulu, bude elektronova energie E.; pouze funkei vzdale-
nosti dvou jader (ozna¢me je jako v a ) a tudiz nezavisla na jejich orientaci:
Ea = Ea(|Ra — Rg|) = Ea(r).

Dalsim krokem pfi feSeni Schrédingerovy rovnice pro pohyb jader je rozdéleni kinetické
pohybu molekuly. Cely postup je popsan v kapitole o problému dvou ¢éstic. Zde si uvedeme
pouze dvé konec¢né rovnice, ke kterym bychom se dostali

Hyytpu (R) = Byt (R) (12.1)
Hmt%nt(?“) = Eint%nt(r) (12-2)
E = Ey, + Einta (123)

Vv

druha (12.2) jeji relativni pohyb, tedy vibraci nebo rotaci. Translaci jsme se vénovali v kapitole 4,
nyni se v dalsim vykladu budeme vénovat vibracim a rotacim. Rovnici 12.2 predstavujici vnitini
problém si miizeme rozepsat nasledovné

h2
|:_EAI‘ + Eel(r):| wint = Eintq/}int (124)

Tato rovnice predstavuje molekulu v centralnim potencidlu. Také centralnimu potencialu
jsme se vénovali v kapitole s problémem dvou ¢astic. Ukazali jsme si, ze TeSeni hledame ve tvaru
souc¢inu sférické harmonické funkce a radialni vinové funkce

Takovouto vlnovou funkci mizeme dosadit do Schrédingerovy rovnice a posléze vydélit sféric-
kymi harmonickymi funkcemi, abychom dostali radialni Schrédingerovu rovnici

h? 2 [(l+1)R? .
~ o <R" + ;R/) + Gl 2—;7‘2) R+VR=EuR, (12.6)

kterou si dale zjednodusime zavedenim substituce

F(r)=rR(r)
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na

L(1+1)R?

h2
o _Fl/ Ee
+ { 1+ 22

21
Posledni rovnici je mozné zjednodusit, zavedeme-li si dvé aproximace.

e Nejprve pouzijeme Tayloriiv rozvoj do druhého rfadu pro vyjadreni elektronové energie

dE,, 1 (d*E, ,
Eel ~ Eel(Req) + ( dr > (T — Req) + 5 (W) (T — Req) s (128)

kde R, je rovnovazna mezijaderna vzdalenost molekuly. Prvni ¢len urcuje pouze relativni
hladinu energie, a proto si mizeme zvolit E.(R.,) = 0. Druhy ¢len je nulovy, protoze se
nachazime v minimu (pro R = R.,) a teprve tfeti ¢len bude nenulovy. Zavedeme-li si

substituci
d’E,,
k: p—
(%)

T =71 — Ry,

muzeme Tayloriv rozvoj energie prepsat do nasledujictho tvaru

1 (dE,, , 1,
Eel ~ 5 ( dr2 ) (T - Req) = §]€LU . (129)

Vidime tedy, Ze jsme slozity mezimolekulovy potencial nahradili parabolou. Aproximu-
jeme chemickou vazbu modelem harmonického oscilatoru.

e Dale udélame Taylortuv rozvoj jesté pro druhy ¢len (odpovidajici rotaci) v zavorce rovnice
12.7

LI+ 1 (l(l+1)R? 1 9 5 2
( 24 > r2 ( 24 R, qu(“Req) + qu<7" — Reg)™ + .|,
(12.10)

ze kterého budeme v tomto piipadé uvazovat pouze nulty ¢len

(M) 1. (w) L (12.11)

24 72 2u R_zq

To se muze zdat jako dosti drastickd aproximace. Fyzikidlné to znamené, Ze béhem rotac¢niho
pohybu mame fixni vzdalenosti jader a tudiz zanedbavame vliv vibrace. Tomuto se fika apro-
ximace tuhého rotoru.

Uvazujeme-li tyto dvé aproximace, rovnice 12.7 prejde na

h? 1 [(l+1)R?
Py [5’“”” (2+R2> }F: B, F (12.12)
N [/L €q
a po zméné poradi ¢lenu na
h? 1 [(1+1)Rh?
— —F" + —k2’F = (Emt — %) F. (12.13)
20 2 2uR?2,
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Posledni rovnice je rovnici pro jednodimenzionalni harmonicky oscilator. Prepisme si ji jesté
zavedenim

1 2
E—FE, L(I+1)h
2uRZ,

na

h? 1
- 2—F” + §kx2F = FE'F. (12.14)
o]

Energii harmonického oscilatoru zname a miuzeme tedy dale psat

1
E = <n+ 5) hv, (12.15)

kde v = %\/% . PTi uvazovani téchto vztahii dostaneme kone¢ny vztah pro vnitini energii, tedy

1 RAL(1+1)
By = N4 ——— 2 12.16
t (n+ 2) . 2uRZ, (12.16)

Dva ¢leny v posledni rovnici zastupuji harmonicky oscilator (vibrace) a tuhy rotor (rotace).
Aproximace harmonického oscilatoru a tuhého rotoru maji své limity. Harmonicky oscilator
nepopisuje disociaci molekuly a méa ekvidistantni vibra¢ni hladiny, kdezto z experimentalnich
vibrac¢nich spekter vime, zZe tomu tak u skute¢nych molekul neni. Misto harmonického oscilatoru
je mozné pouzit osciladtoru Morseova

Egq =D, [1 —e®rfea] | (12.17)
ktery uz uvazuje s disociaci vazby (disocia¢ni energie je D, a parametr a se vztahuje k $ifce
potenciélu, a =,/ %) Pokud bychom chtéli vibrace a rotace popsat jesté presnéji, bylo by tieba

uvazovat Coriolisovy interakce, tedy skutecnost, ze vibra¢ni a rotacni pohyb neni nezavisly.
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13 Elektronova struktura molekul

Ustiednim tikolem kvantové chemie po zavedeni Bornovy-Oppenheimerovy aproximace je vy-
pocet elektronové energie molekul

p(r, R) = E,(R)(r, R), (13.1)

kde elektronova energie zavisi na konkrétni geometrii molekuly, tj. na souradnicich atomovych
jader R. V této kapitole probereme FeSeni rovnice (13.1) pro dvouatomové molekuly. Za¢neme
piitom nejjednodussi molekulou, totiZ iontem molekuly vodiku Hj .

13.1 Ion molekuly vodiku

;
A A8 B

Obrazek 21: Geometrie iontu molekuly vodiku.

Ion molekuly vodiku je tvofen dvéma jadry (konkrétné protony), oznacme si je jako jadra
A a B, a jednim elektronem, viz obrazek 21. Pro takovyto utvar nam neni zatézko napsat
elektronovy hamiltonian

A K2 e? 1 1
H, = — A, — —+—), 13.2
2me 47eg (T’A + TB> ( )
kde
0? 0? 0?
A, = 42
oz "oy 922

je Laplaceuv operator v soutadnicich elektronu z., y., z.. 74 je soutadnice elektronu k jadru A
a rp je soufadnice elektronu k jadru B.© Nadéle bude ponékud pohodInéjsi pracovat v soustavé
atomovych jednotek, ve kterych A = m, = e = 4me = 1. Hamiltonian pak nabude tvaru

. 1 11
H. =—=A, - (— + —) . (13.3)

2 TA TR

Elektronovou Schrédingerovu rovnici s timto hamiltonidnem je mozné fesit analyticky. Nés

vvvvvv

kuly. Mtzeme se docela dobte odrazit z nasi znalosti elektronové struktury atomi. Kdybychom
méli v blizkosti elektronu pouze jadro A, pak bychom feSeni znali: vinova funkce by byla dana

°V elektronovém hamiltonidnu muze, ale nemusi byt pfidan ¢len popisujici coulombovské odpuzovani mezi
2
jadry 4;60 ris . Z pohledu elektronové vinové funkce totiz tento ¢len predstavuje konstantu. Zde mezijadernou

repulzi vynechavame.

103



atomovym orbitalem vodiku 1s4. Stejné tak kdyby se elektron pohyboval v blizkosti jadra
B a jadro A se v okoli viubec nevyskytovalo, pak by exaktnim reSenim byl orbital 1sp. Pfi-
pomenme, ze atomové orbitaly 1s4 a lsg jsou matematickymi funkcemi soufadnic elektronii,
konkrétné

_ 1.3/2_—1/2 —kr
1sq = KPPa— 12 kra

lsp = k*/2p=Y2e7krs, (13.4)

kde pro jadro vodiku o nabojovém ¢isle Z = 1 je k = 1 (pro elektron v poli jadra He™ je pak
k = 2 atd.). Pokud jsou obé jadra hodné daleko od sebe, pak pfesné feSeni je dano jako

o = cplsa + cplsp. (13.5)

Uvazme situaci, kdy se elektron nachézi v blizkosti jadra A. Hodnota vlnové funkce 1sp pak
pro velké vzdalenosti r 4 bude zanedbatelné a tento elektron je pak v zasadé popsan orbitalem
1s4, chova se tedy jako elektron atomu A. Nebo se elektron nachazi v blizkosti jadra B a pak se
chové jako elektron atomu B. My budeme ptfedpokladat, ze tuto formu vinové funkce mtzeme
pouzit pro vSechny mezi-jaderné vzdalenosti. Vyraz (13.5) predstavuje zkusmou vlnovou funkci
ve smyslu varia¢ntho principu: tato funkce je zavisld na rozvojovych koeficientech c4 a cp,
které musime ur¢it minimalizaci funkcionalu energie.! Tento tvar vinové funkce je zarodkem
metody oznacované zkratkou MO-LCAO (z angl. Molecular Orbitals - Linear Combination of
Atomic Orbitals). Hledame totiz vlnovou funkei jednoho elektronu pohybujiciho se v molekule
(tedy hledame tzv. molekulovy orbital) ve formé linearni kombinace atomovych orbitala. To je
klasicky priklad linearniho funkcionalu, ktery vede k sekuldrnim rovnicim, se kterymi jsme se
jiz nékolikrate setkali

ca(Haa — ESan) +cp(Hap — ESap) =0,
CA(HBA_ESAB)+CB(HBB_ESBB) :O, (136)

kde coulombovsky integrdl Has a Hppg, rezonancni integral H p a prekryvovy integral Sap
maji v naSem piipadé tvar

1 1 1
Has=Hpp = K=k —— —&*"mo (k: +—),

TAB TAB
1
Hap = =5hSap =k 2=k)(1+k rap)e FraB
1
SAB = e_kTAB (1 + k rAB + gkﬁQTiB) . (137)

Podminkou netrivialniho feSeni sekularnich rovnic je nulovost sekuldrniho determinantu

Hpn — ESxa Hap — ESap

—0, 13.8
Hys— ESap Hyn — ESap (13.8)

coz vede ke dvéma moznym hodnotam energie (uvazme piitom, ze hodnota rezonan¢niho inte-
gralu Hyp je zapornd)

fJako varia¢ni parametr miZeme pouzit také parametr k. Ten je spojen s nabojovym &islem. Je jasné, ze pro
disociovanou strukturu s velkou mezijadernou vzdélenosti r 4 g bude optimalni hodnota k& = 1, budeme skuteéné
popisovat dva atomy vodiku. Pokud ale obé jadra priblizime na velmi malou vzdalenost, vlnova funkce se bude
blizit orbitalu 1s iontu atomu helia a tedy k = 2.
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E I
! 1+ Sap
Hpg — Hyp
Fo= —7 = 13.9
> I — 5., (13.9)

Jestlize dosadime energii E; zpét do sekularnich rovnic (detaily viz piiklad 17 v kapi-
tole 9.1.2), ziskdme vztah

cA = Cp. (13.10)

Pokud do sekularnich rovnic dosadime za energii hodnotu FEs, ziskdme vztah

ca = —cCp. (13.11)

Hodnoty rozvojovych koeficientt se tak v absolutni hodnoté musi rovnat, lisit se miize pouze
jejich znaménko. To jsme ani nemuseli poc¢itat z variaéniho principu, nebot to plyne pfimo ze
symetrie problému. Mame tak dvoji feseni. Pro zékladni stav s energii £ je feSenim molekulovy
orbital jako soucet atomovych orbitali

w1 = ca(lss + 1sp). (13.12)

Mluvime o tzv. vazebném orbitalu. Pro excitovany stav s energii Fy je feSenim Schrodingerovy
rovnice rozdil téchto atomovych orbitali

Yo = cA(lsA — 1SB). (1313)

Zde mluvime o antivazebném orbitalu. Obréazek 22 vysvétluje toto oznaceni. Ve vazebném orbi-
talu je maximum elektronové hustoty soustifedéno do oblasti mezi atomovymi jadry. Takovéto
usporadani podporuje priblizovani atomovych jader. Na druhou stranu v antivazebném orbitalu
elektrony mezi jadry prilis nejsou a obé jadra se tak od sebe odpuzuji.t
Z rovnice (13.7) muzeme do grafu snadno vynést energie £ a Es v zavislosti na mezijaderné
vzdalenosti 74p5. Pridame-li jesté mezijadernou repulzi 1/r4p, ziskime kiivky zobrazené na
obrazku 23.

Pro tplnost zbyva jesté doplnit, ze konkrétni hodnotu rozvojového koeficientu c4 ziskame
z normaliza¢nich podminek

1 = / lo1]2dT = & /(1s§1 +18% +2- 1s41sp)dT = (2 + 2S4B),
= /|g02|2dr _ Ci/<1s?4 L1 — 2 Isalsp)dr = A (2 — 28.5),  (13.14)

a vlnova funkce tak mé tvar

¢ 1SA + 1SB
1 = o
\/5(1 —i—SAB)
1sy —1
by = ——AT OB (13.15)

V2(1 — Sap)
g80brazek by mohl vzbuzovat dojem, Zze primarni hnaci silou chemické vazby je elektrostatické stinéni odpu-

divé interakce mezi jadry. To je ale pfinejmensim nepiesné. Hlavnim tahounem poklesu energie pii vzniku vazby
je pokles kinetické energie elektroni.
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Obrazek 22: Vazebny a antivazebny orbital iontu molekuly vodiku.

13.2 Molekulové orbitaly excitovanych stavi

Vypocet elektronové energie iontu molekuly vodiku predstaveny v minulé kapitole je pouze
velmi pfiblizny. Jak bychom jej mohli vylepsit? Jednou z moznosti by bylo povazovat k v (13.4)
za variacni parametr. To je ale matematicky ponc¢kud obtiznéjsi tkol, neméli bychom pak jiz
linearni funkciondl. Jinou, fyzikalné dobfe motivovanou, moznosti je rozvinout molekulové or-
bitaly do rozsahlejsi mnoziny atomovych orbitalii, napiiklad uvazovat elektron pohybujici se
ne pouze v zakladnim stavu atomu vodiku, ale i v jeho stavech excitovanych. Mohli bychom
napiiklad psat

@ = c1lsg+ colsp + 3254 + 428 +
+ ¢52(p1) 4 + ¢62(p1) g + ¢72(Po) 4 + cs2(Po) p + 92(P-1) 4 + c102(P-1) - (13.16)

Takovyto rozvoj zvysi flexibilitu vlnové funkce. Sekularni rovnice nyni jiz pfedstavuji soustavu
deseti rovnic pro deset neznamych rozvojovych koeficientii. Porad ale jde o soustavu linearnich
rovnic, které jsou snadno fesitelné. Na misto dvou stavi ale nyni ziskdme stavi deset. V za-
kladnim stavu ziskame feSenim funkci, jejimz dominantnim ¢lenem bude soucet 1s4 + 1sp, ale
v ur¢ité malé mife budou k FeSeni prispivat i orbitaly 2s4, (2po)a, 255 ¢i (2pg)a. V excitovanych
stavech se zac¢nou vyraznéji uplatiovat i vyssi atomové orbitaly. Pri kombinovani atomovych
orbitalti do orbitalii molekulovych bude platit:

e V jednom molekulovém orbitalu se budou vyraznéji uplatiovat pouze atomové orbitaly
o podobné energii. To vyplyvé jednak z matematiky celého problému, jednak i ze selského
rozumu. Jestlize se elektron v atomu A pohybuje s urcitou energii, nemutzeme asi ¢ekat,
ze se v blizkosti atomu B jeho energie zavratné zméni.

e Kombinuji se toliko atomové orbitaly o stejné symetrii viic¢i prvkim symetrie dané mole-
kuly. Nebude se tak kombinovat orbital 1s4 s orbitalem (2p;)p, nebot tyto orbitaly maji
nulovy prekryv. Diky tomu muzeme fesit zvlast sekularni problém pro o a 7 elektrony

0o = 1184+ c2lsp + 3284 + ca2s5 + ¢52(po) 4 + ¢62(Po) 5
Or = 012(p1)A + 022(p1>B + Cg?(p_l)A + 042(p_1)B. (1317)
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Obrazek 23: Potencidlové kiivky dvou nejnizsich stavi iontu molekuly vodiku.

13.3 Vice-elektronové molekuly

Neni asi snadné nadchnout chemika pro otazky spojené s iontem molekuly vodiku. Skutec¢né,
skoro vSe, co chemika zajimé, méa elektront vice. Mohou nam néjak vyse uvedené tivahy pomoci
pii FeSeni otazek spojenymi s vice-elektronovymi molekulami? Ano, mohou. V rdmci Hartreeho-
Fockovy aproximace totiz N-elektronovou Schrédingerovu rovnici

Hip(ry,ra,...TN) = Eap(ry,ra, ... TN) (13.18)

redukujeme na N jedno-elektronovych Fockovych rovnic pro jednotlivé elektrony

Figy(ri) = iy (xy). (13.19)

vvvvvv

molekuly vodiku, vSe co bylo feceno ale plati i pro molekulové orbitaly vice-elektronovych
molekul. Stale tak hleddme molekulové orbitaly ¢ jako linearni kombinace atomovych orbitali

X
pi(ri) = chin(ri)a (13.20)

pricemz rozvojové koeficienty cj; ziskdvdme pomoci varia¢niho principu. Vysledky takovychto
vypocti jsou divérné znamé kazdému peclivéjsimu ¢tenari zakladnich uc¢ebnic anorganické che-
mie. Uplathuji se pfitom dvé vyse zminéna pravidla o kombinovani orbitalii. Neni cilem této
prednasky dopodrobna opakovat cely tak duvérné znadmy piibéh. Pro pripomenuti v8ak ¢tenare
odkazujeme na obrazek 24 zobrazujici elektronové hladiny v homonuklarnich diatomickych mo-
lekulach.

Pripomenme také, ze s vySe uvedenymi orbitalnimi diagramy je spojen pojem rad vazby,
definovany jako
N —mn

BO = (13.21)
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Obrazek 24: Jednoelektronové stavy v homonukledrnich diatomickiych molekuldch.

ktery nam iika, ,kolikatinasobna® je prislusna vazba. Cislo n, je pocet elektront ve vazebnych
orbitalech a n* je pocet elektront v antivazebnych orbitalech. Tak naptiklad vidime, ze molekula
dusiku je vazana trojnasobnou vazbou. Taktéz by nam neméla uniknout prekvapivé prediktivni
sila kvalitativni teorie molekulovych orbitali. Z diagramu pro molekulu Os kupitikladu hned
vidime, Ze tato molekula by méla byt paramagnetickd, nebot predstavuje dle Hundova pravidla
biradikal, méa totiz dva neparové elektrony.

Zatim jsme se divali pouze na diatomické molekuly tvorené dvéma stejnymi atomy (homo-
nuklearni diatomika. Nic ndm ale nebrani hledat molekulové orbitaly popisujici pohyb elektront
v diatomickych molekuléch s nestejnymi atomy. Podivejme se na piipad molekuly NO. Energie
2p orbitalu atomu dusiku je -15 €V, energie 2p orbitalu atomu kysliku je -17 eV. Orbitalni
diagram pak vypadé takto

2p,0,*

Energie

2p,mm, 2p,,

2

2s “ o B %
% ““““ 2s
N(AO) NO(MO) O(AO)

Obrazek 25: Orbitdlni diagram molekuly NO. Zndzornény jsou interakce pouze 2p a 2s
orbitald.

Jelikoz je energie atomu dusiku nizsi, budou MO vazebnych orbitali tvofeny z vétsi miry praveé
orbitaly atomu N a na tom tak bude soustiedén vétsi zaporny naboj. VSimnéme si také, ze
molekula NO predstavuje dle tohoto schématu radikal.

Podivejme se jesté na jeden pripad, na molekulu fluorovodiku. Elektron v 1s orbitalu atomu
vodiku mé energii -13,6 eV, elektron v 2p orbitalu atomu fluoru ma hodnotu -17,4 eV. Orbitalni
diagram pak bude vypadat takto
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Energie

H(AO)

Obrazek 26: Orbitdlni diagram molekuly HF.

S 1s orbitalem atomu vodiku se ze symetrickych divodid miize kombinovat pouze jediny z 2p
orbitali atomu fluoru. Zbylé dva orbitaly se vazby netiCastni, nejsou vazebné, ani antivazebné,
nybrz nevazebné. Opét vidime, Ze vazebny orbital bude mit vétsi prispévek od atomu fluoru,
konkrétné

©1 = 0,34~ 1sy + 0,84 - 2p,p, (13.22)

naopak antivazebny orbital bude mit vétsi prispévek od atomu vodiku

@5 = 0,44 - Isyy — 0,63 - 2p, ., (13.23)

jelikoz v zékladnim stavu elektrony nevazebny orbital nezapliuji, bude vétsi elektronova hustota
lokalizovana na atomu fluoru, a ten tak bude mit zdporny parcialni naboj. Tento typ tvah je
zékladem tzv. Mullikenovy popula¢ni analyzy, o které na prednaSce bude Te¢ jesté pozdéji.

Na zavér tohoto oddilu si jesté zopakujme, jakym zptsobem pfistupujeme k teSeni N-
elektronové Schrodingerovy rovnice v ramci pristupu MO-LCAQO. Predpoklddame, Zze zname
feSeni pro orbitaly atomu vodikového typu (tyto funkce pfitom mohou obsahovat urcité vari-
acni parametry). Jejich usporadanim do Slaterova determinantu vytvoirime mnohaelektronovou
vlnovou funkci a v ramci metody Hartreeho-Focka tak vypocitame elektronovou energii atomu.
Jednoelektronové vlnové funkce atomu vodikového typu muzeme v ramci p¥istupu MO-LCAO
zkombinovat do molekulovych orbitali, ze kterych pak vytvorime opét mnohaelektronovou vl-
novou funkci usporadanim do Slaterova determinantu, viz. obrazek 27.

VInové funkce atom( MO-LCAOC Jednoelektronové vinové
vodikového typu (AO) funkce molekuly (MO)

HF HF
VInova funkce VInova funkce
mnohaelektronového atomu mnohaelektronové molekuly

Obrazek 27: Metoda MO-LCAO
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13.4 Klasifikace molekulovych orbitali a elektronové termy dvouato-
movych molekul

Jednoelektronové vinové funkce molekul, tj. molekulové orbitaly, miizeme klasifikovat s ohledem
na chovani vlnové funkce vic¢i prvkim symetrie molekul. VSechny diatomické molekuly maji
nekonecné ¢etnou osu symetrie C,,. Homonuklearni diatomika maji navic stfed symetrie.

Z hlediska chovani vlnové funkce vici ose symetrie Cy, mluvime o

e Orbitalu o, jestlize rotace kolem osy Cy, ponechéa orbital nezménén.

e Orbitalu 7, jestlize je osa C, obsazena v jedné uzlové roviné (tj. v roving, ve které je
hodnota vlnové funkce nulova)

e Orbitalu 9, jestlize je osa Cy, obsazena ve dvou uzlovych rovinach.

A takto bychom mohli pokracovat dale. Z hlediska stfedu symetrie miuzeme orbitaly klasifikovat
jako

e g (udajné z ném. gerade), kdy operace zrcadleni dle stfedu symetrie neméni znaménko
vlnové funkce

e u (udajné z ném. ungerade), kdy operace zrcadleni dle stfedu symetrie méni znaménko
vlnové funkce

Na obrazku 28 je klasifikace orbitalii znazornéna na nékolika prikladech.

Obrazek 28: Priklad klasifikace molekulovych orbitali.

Pojdme se jesté zamyslet nad otazkou, zda klasifikace orbitali dle symetrie nema jesté
né¢jaky hlubsi vyznam. Symetrie je obvykle znakem zachovani urc¢ité fyzikalni veli¢iny. U mo-
lekul uz nemuzeme predpokladat zachovani momentu hybnosti jako u atomi, nebot elektrony
v molekulach se nepohybuji v centralnim poli. Molekuly maji porad jesté valcovou symetrii
a zachovavé se tak primét momentu hybnosti do osy z, L,. Zavedeme-li si nyni kvantové ¢islo
A =|m|, kde m = 0,+ — 1,+ — 2 atd., mizeme udélat nasledujici piirazeni

AoJoj1]2]3]4

oznaéeni‘a‘w‘5‘¢‘7

Ve vicelektronovych molekuldch se moment hybnosti ve sméru osy z mize scitat. Celkové
magnetické kvantové ¢islo M, vicelektronové molekuly je pak dédno prostym sou¢tem magne-
tickych kvantovych ¢isel m jednotlivych elektront. Zavadime pak kvantové ¢islo

A = |M,| (13.24)
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a opét zavadime znaceni

A Jo|1]2|3]4
oznaéeni‘E‘H‘A‘@‘F

I[’ Priklad 21

Zadani A: Méjme konfiguraci oo. UrCete mozné stavy této molekuly.
Reseni A:
Iy, 3%,
Zadani B: Méjme konfiguraci wm. UrCete mozné stavy této molekuly.
Reseni B:
Iy, 3%, 1A, 3A.

Miuzeme pak jesté uvazovat celkovy moment hybnosti €2 dany souc¢tem orbitalniho a spino-
vého momentu molekuly. Odpovidajici kvantové ¢islo nabyva hodnot

A+S,A+S—1,...,A—5. (13.25)

|[’ Priklad 22

Zadani: V jakych stavech se miize nachazet molekula ve stavu 4117
Reseni:

4 4 4 4

5/, "z /o, "Il j9, “I1_q /5.

Energetické rozstépeni téchto stavi je pro prvky o malém protonovém cisle velmi malé, je
déno pouze spin-orbitalni interakci, o které jiz byla fec¢ drive.

13.5 Molekulové orbitaly viceatomovych molekul

Doposud jsme diskutovali pouze diatomické molekuly. Elektronovou energii mtizeme ale pro-
stfednictvim Hartreeho-Fockovy metody stejné dobfe hledat i pro molekuly viceatomové. Opét
budeme hledat molekulové orbitaly jako linearni kombinaci atomovych orbitali. Tyto mole-
kulové orbitaly nemtzeme jiz klasifikovat s ohledem na chovani vié¢i ose symetrie C,, nebot
obecné molekuly takovouto symetrii nevykazuji. I nizsi symetrie ale mohou slouzit k oznaco-
vani molekulovych orbitali. Piiklad molekulovych orbitali viceatomové molekuly 1ze najit na
obrazku 29.

Vsimnéme si, ze v pripadé molekuly vody neni tak uplné snadné fici, zda jde o orbital
vazebny ¢i antivazebny. Piislusné molekulové orbitaly jsou totiz delokalizovany pres celou mo-
lekulu. Rozhodné se neda tici, ze urcity molekulovy orbital nalezel urcité vazbé. Pro chemika
to neni tplné komfortni situace. Od dob Lewisovych je zvykly si chemickou vazbu predstavovat
jako sdileny elektronovy par. Tento par by se pak dle chemického pohledu mél nachazet nékde
mezi dvéma atomy, jako je to v pripadé diatomickych molekul.
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oO—> vy
H/l\H

A B

Energie

z

a 2b, O(2p,) + Hy(1s) - Hy(1s)

4a; O(2s) - (Ha(1s) + Hg(1s))

' ' b, O(2py)

y 3a, O(2p,) + Hy(1s) + Hg(1s)
3 J 1b,  O(2p,) - Ha(1s) + Hg(1s)

2a,  O(2s)+ H,(1s) + Hy(1s)

Obrazek 29: Molekulové orbitaly molekuly vody.

Tomuto pohledu v principu neni obtizné vyjit vstiic. Orbitaly jsou totiz pouze pomocnymi
velicinami, fyzikalné pozorovatelné veli¢iny zavisi toliko na celkové vinové funkci. Kazda trans-
formace orbitalu takova, ze zaneché vinovou funkci az na znaménko netknutou, je proto mozna.
Jak takova povolena transformace mé vypadat? Zavedme si tzv. unitarni matici vztahem

U'U=1. (13.26)
Potom bude nutné platit
det|U”| - det|U| = 1. (13.27)
Z ¢ehoz ale vyplyva, ze
det|U| = €™,
det|U*| = e, (13.28)

kde A je libovolné ¢islo. Nyni si definujme matici
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o1(1) ¢1(2) ... ¢1(N)
A= : c (13.29)

on(l) on(2) ... én(N)

Hartreeho-Fockova vinova funkce je pak déna jako

¥(1,2,...,N) = detA. (13.30)
M¢éjme nyni transformovanou sadu orbitali
ll $1
| =U| : (13.31)
N N
A v této sadé napiSme Slatertuv determinant
YP'(1,2,...,N) =det(U-A). (13.32)
7, ¢ehoz
V'(1,2,...,N) =e™(1,2,...,N). (13.33)

Pro realné vlnové funkce faktor e”* neznamena nez zménu znaménka. Vidime tedy, Ze jakakoliv
unitarni transformace orbitali nevede k zavazné zméné vlnové funkce. Transformovana sada
orbitali je stejné dobrou sadou jako ta puvodni. Nikdo ndm proto nemuze zabranit ve vytvoreni
sady atomovych orbitali, ktera v pripadé tetraedrického uspotfadani vazeb, jako v pripadé
molekuly vody, povede ke ¢tyfem orbitaliim miticim do vrcholu tetraedru

1 1
¢/1 = 5(28 + 2px + 2py + 2pz) d)é = 5(25 + 2px - 2py - 2pz)7
1 1
0y = (25 =2px = 2py +2p,) 9y = 5(25 = 2px + 2y — 2p,). (13.34)

Tyto tzv. hybridni orbitaly je mozné vyuzit ke konstrukci molekulovych orbital mo-
lekuly vody (¢ kupfikladu molekuly methanu). Ziskané orbitaly se budou nachazet v oblasti
vazeb. Jde ale o zménu viceméné kosmetickou a neni zadouci pojem hybridizace precenovat.
Poznamenejme, Ze puvodni, tzv. kanonické, orbitaly jsou v jistém smyslu ,fyzikalngjsi“, nebot
pouze pro né (a nikoliv pro hybridni orbitaly) plati Koopmanstiv teorém. ® Pro pifpad orbitali
(13.34) ma matice U tvar

1 1 1
-1 -1 1
1 -1 -1
-1 1 -1

U= (13.35)

—_ = = =

Snadno se presvédc¢ime, Ze matice je skute¢né unitarni.

MK diskuzi o hybridnich orbitalech odkazujeme na starsi ¢lanek A. Sadleje a R. Zahradnika Jsou chemické
jevy podminéné hybridizaci? Chem. Listy 1981, 75, 561-562, stejné jako na nedavnou zajimavou vyménu nazori
iniciovanou textem A. Grushowa ,Is It Time To Retire the Hybrid Atomic Orbital?“ J. Chem. Educ. 2011, 88,
860-862.
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14 Ab initio metody

V této kapitole se vratime k zakladni tloze kvantové chemie, tj. k feSeni elektronové Schrodin-
gerovy rovnice pro danou molekulu. UkaZzeme si, jak tuto rovnici muzeme v principu obecné
resit pro atomy a molekuly. Existuji v zésadé tfi pristupy k tomuto problému:

e Ab initio metody. Schrédingerovu rovnici feSime pomoci hierarchie rizné chytrych apro-
ximaci (obvykle pfitom za¢indme Hartreeho-Fockovou metodou) bez dodateénych pa-
rametri. Tyto metody se nazyvaji ab initio (z lat. ,,od pocdtku®), jelikoz k vypoctim
potfebujeme dopredu znat pouze zakladni fyzikilni konstanty jako je hmotnost a naboj
elektronu nebo Planckova konstanta.

e Semiempirické metody. Tyto metody jsou zalozeny na principech kvantové mechaniky,
nékteré parametry (typu coulombicky ¢i rezonanéni integral) se ale pfimo nepocitaji, ale
nastavuji se bud z experimentalnich dat nebo z pfesnéjsich ab initio vypocti.

e Metody zaloZené na teorii funkcionalu hustoty. Teorie funkcionalu hustoty (DFT, z angl.
Density Functional Theory) predstavuje fundamentalné odlisny piistup od predchozich
dvou. Neni zalozen na hledani vlnové funkce, ale soustiedi se na mnohem jednodussi
velicinu — elektronovou hustotu. DFT metoda je Casto fazena mezi ab initio metody,
jelikoz v principu vede k presnému feSeni a praktické presnost je taktéz na trovni ab initio
metod. Na druhou stranu ale vétsina DFT metod obsahuje nékolik empirickych parametri
(mnohem méné nez semiempirické metody), které se ¢asto fituji na experimentalni data.

V této kapitole se zaméfime na ab initio metody, metody zalozené na funkcionalu hustoty
a semiempirické metody probereme v nésledujicich kapitolach. Nejjednodussi ab initio metodou
je metoda Hartreeho—Fockova, které jiz byla strucné predstavena v kapitolach 10 a 13. V praxi se
dnes pouziva spise méné, ale stéle slouzi jako odrazovy miistek pro vétsinu ostatnich presnéjsich
ab initio metod, tudiz si ji zde zopakujeme a probereme hloubéji.

Bude uzite¢né ujasnit si na za¢atku notaci uzitou v této kapitole, abychom se ve vSech téch
feckych pismenech neztratili. Celkovou vlnovou funkci budeme znacit symbolem 1, zatimco
molekulové spinorbitaly (MO) budeme znacit p. Kazdy MO je sou¢inem prostorové ¢asti ¢
a spinové ¢asti a nebo §. V ramci aproximace MO-LCAQO poté kazdou prostorovou ¢ast MO
rozvijime do baze atomovych orbitald y;. Abychom si usetfili praci s psanim rovnic, budeme
v této kapitole dusledné vyuzivat atomové jednotky. Pocet elektront zna¢ime N a pocet jader K.

Tabulka 2: Zdkladni symboly pouZité v ndsledujicich kapitoldch.

Symbol | Vyznam Vlastnosti
Y Celkova el. vin. funkce | ¢ = det|p1¢s - - dn]|
% Molekulovy orbital Vi = P«
) Prostorova cast MO Gi = Zjvﬂ X
a, B | Spin—orbitaly
X atomové orbitaly [ Ix)?dr =1
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14.1 Hartreeho-Fockova metoda

Zopakujme si nejprve zakladni teze Hartreeho-Fockovy teorie. Za¢neme tim, ze celkovou vlnovou
funkci predpokladame ve formé Slaterova determinantu (SD)

S

ar 1o e2(l) @a(2) - (N

(G =N —_— - (14.1)
en(l) en(2) - en(N)

Jelikoz SD ma N! ¢lent, kde N je pocet elektront, je tfeba pouzit normaliza¢ni faktor \/%

Vlnova funkce ve tvaru soucinu nam #ika, ze predpokladame nezéavisly pohyb elektroni (v poli
jader a ve zprumérovaném poli ostatnich elektronti).

Optimalni jednoelektronové vinové funkce, tj. molekulové orbitaly, ziskdime pomoci variac-
niho principu. Funkcional energie v rdmci metody HF ma tvar

ZHZ’L + = Z i Sza3j>Kij) ) (142)

Z#J

kde H;; je maticovy ¢len popisujici jednoelektronové prispévky k energii (tj. kinetickou energii
elektront a interakei elektroni s jadry), J;; je coulombovsky integral a K;; je vyménny integral.
Jako argument u Kroneckerovy delty d(s;,s;) jsou uvedeny spinova ¢isla elektront. Z toho
vyplyva, ze vyménna interakce se uplatiiuje pouze mezi elektrony se stejnym spinem. Tento
vztah byl odvozen za predpokladu, Ze jsou molekulové orbitaly ortogonalni. Tento pozadavek je
ryze praktického réazu, ke stejnému vysledku bychom dosli i bez néj, ale mnohem obtiznéji. Také
si mizeme vSimnout, Ze jsme se jiz integraci zbavili spinové ¢asti spinorbitalu a dale pracujeme
jen s prostorovou ¢asti MO.

Aplikaci varia¢niho poc¢tu na predchozi rovnici (vice o funkcionalech a variacich si povime
v kapitole o DFT) dostaneme Fockovy rovnice!

Foi(1) = ey, (14.3)
kde Fockiiv operator F ma tvar
N
J(#1)

Prvni ¢len zahrnuje kinetickou energii i-tého elektronu a jeho pritazlivou interakci s atomovymi

jadry dle vztahu
Za
— __A 14.5
2 (14.5)

Zbylé dva ¢leny popisuji coulombickou a vyménnou 1nterak01 1-tého elektronu se zpraimérovanym
polem ostatnich elektronii:

2
J; = 7] —dr; (14.6)
|rz_r3|
¢ r;)di( rz
SR ASA A R dr;. (14.7)
J

Ve skutec¢nosti hledame vazany extrém, jelikoz musime zachovat podminku ortonormality MO, z niz byl
odvozen vztah 14.2.
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Fockovy rovnice jsou slozité integro-diferencialni rovnice pro neznamé funkce ¢;, coz jsou
nase hledané molekulové orbitaly. Tyto rovnice typicky fesime rozvojem molekulovych orbitali
do béaze orbitalii atomovych

K
¢i = Z Cinj, (148)
7=1

kde K je pocet AO v nasi bazi. Tim se problém rapidné zjednodusi, jelikoz nyni nehleddme
funkce, ale jen ¢iselné koeficienty c;;, které vyjadiuji piispévek j-tého atomového orbitalu k -
tému molekulovému orbitalu. Vysledné rovnice se nazyvaji Roothanovy, coz jsou nésledujici

algebraické rovnice
Fc = eSc. (14.9)

Jelikoz molekuly jsou slozeny z atomt, vhodnou bazi jsou atomové orbitaly. Dnes se jiz témér
vyhradné pouzivaji Gaussovy funkce, o kterych jiz byla re¢ v kapitole 10.6. Pokud bychom po-
uzili nekonecné velkou bézi, ziskali bychom tzv. Hartreeho—Fockovu limitu a nase MO by
méli nejlepsi mozny tvar. Tato limita ale neni presné feseni elektronové Schrodingerovy rovnice!
Predpokladali jsme totiz vinovou funkci ve tvaru Slaterova determinantu. Tato vlnova funkce
ale trpi principidlnimi defekty. V presné vinové funkci by se nam treba nikdy nemohlo stét, ze
bychom nalezli dva elektrony na jednom misté, takovéto usporadani by totiz dle Coulombova
zékona mélo nekone¢nou energii. Na tomto misté je dobré si uvédomit, zZe cely koncept mole-
kulovych orbitalti, na které jsou chemici jiz tak zvykli, je zalozen na HF teorii, a je tudiz pouze
aproximaci. Jakmile se budeme snazit dosdhnout presnéjsich vysledki, za¢ne se nam thledny
obrazek elektront sedicich v molekulovych orbitalech rozpadat.

Jelikoz je HF metoda metodou variacni, je energie HF limity vyS$i nez skutecna energie
ziskana presnym feseni nerelativistické Schrodingerovy rovnice. Rozdil mezi témito dvéma me-
todami se nazyva korela¢ni energie

Eyor = By — BT (14.10)

a je dusledkem toho, Ze jsme zanedbali okamzitou mezi-elektronovou repulzi.
Pro vypocet korela¢ni energie je tfeba pouzit pokrocilejsich metod, které popiseme v nasle-
dujicich kapitolach.

14.2 Poruchovy pristup: Mgllerova-Plessetova metoda

HF metoda popisuje nezavisle se pohybujici elektrony. Skute¢né elektrony se tplné nezavisle
nepohybuji, jejich pohyb je korelovan. Rozdil mezi HF elektrony a skute¢nymi elektrony ale
obvykle neni piilis velky, takze bychom mohli pouZzit poruchovou teorii. Existuji rtizné cesty
k poruchovému feseni elektronové Schrodingerovy rovnice, nejcastéji se setkavame s metodou,
kterou zavedli dansti badatelé Mgller a Plesset.

V poruchové metodé je tifeba nejprve najit problém, ktery jsme schopni fesit a ktery je
dostatecné blizko presnému feseni. K tomuto zde vyuzijeme HF teorie. Nyni je tfeba vymyslet,
jaky je vlastné hamiltonian HF metody, abychom poté podle rovnice (9.23) mohli skute¢ny
hamiltonian rozdélit na poruchu a HF hamiltonian

Hy,p=H,— HY. (14.11)

Jelikoz Fockovy rovnice 14.3 jsou rovnicemi jednoelektronovymi, bude se celkovy hamilto-
nian skladat ze souctu jednoelektronovych Fockovych operatori 14.4

N
oy =>"F. (14.12)
=1
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Energie tohoto hamiltonianu je potom rovna souctu orbitalnich energii

N

By =Y c. (14.13)

=1

Pozor, toto neni HF energie! V souc¢tu orbitalnich energii jsou mezielektronové interakce za-
pocteny dvakrat. Nyni muZzeme piejit k definici nasi poruchy odectenim rovnice (14.12) od
elektronového hamiltonianu. Jednoelektronové ¢leny se vyrusi a vyjde nam

N
N ~ ~ 1 A A~
Hyyp = Ha = Affy =" — - <§ (i - 5(32-,3]-)1(]»)) . (14.14)
ij

J#

Vidime, ze porucha je dana rozdilem mezi coulombickym ¢lenem a efektivnim polem elektront
v HF teorii.
Zkusme si nyni podle vzorce (9.39) vypoéitat energii do prvniho Fadu. Plati, ze

N N
By =Ejp+EV =Y "¢- (Z (Jij — 6(si, sj>Ki~>) : (14.15)

i=1 ji

To jsme se daleko nedostali! Porucha v prvnim fadu nam ve vysledku da ptuvodni HF energii.
Uzitetna je tedy az porucha druhého fadu, pro kterou ze vzorce (9.45) plati:

0 2 0
(i el
By — B

EMP2 — EHF+Z

m

(14.16)

Vypadé to, ze budeme muset pocitat spoustu maticovych elementi mezi zakladnim stavem
a vSemi excitovanymi Slaterovymi determinanty (o téch si vice povime v dalsi podkapitole).
Nastésti se da ukazat (diky tzv. Brillouinovuw! teorému a Slaterovym-Condonovym pravidliim),
ze vétsina z nich bude nulova a prispivat budou jen dvojité-excitované determinanty, které zde
zjednodusené znacime ¢} (excitujeme dva elektrony z orbitalii i a j do orbitali r a s). Vysledny
vzorec tudiz bude

(ol iyl

€+ € —€ — €

EMP2 — EHF+Z

1 TS

(14.17)

Metoda zahrnujici piispévky do druhého fadu teorie poruch mé zkratku MP2 a je jednou
z nejvice uzivanych metod na vypocet korelaéni energie. Mohli bychom pokracovat a odvodit
vzorce pro vyssi fady a dostali bychom pak metody MP3, MP4 atd. Metoda MP3 nepfinasi
vyrazné zlepseni oproti MP2 a tudiz neni vyuzivina. Metoda MP4 je velmi pfesné, ale také
velmi vypocetné narocna. Ani ona se v dnesSni dobé piili§ nevyuziva, pro velkou pfesnost je
totiz vyhodnéjsi pouzit metody spfazenych klastrii, o kterych bude fe¢ za chvili.

14.3 Metoda konfigurac¢ni interakce

Alternativni cestu ke korelacni energii nabizi varia¢ni princip. D4 se ukazat, Ze mnozina vSech
Slaterovych determinantii, které mizeme vytvotit z HF molekulovych orbitala, vytvari aplny
soubor funkci. Muzeme tak do néj rozvinout presnou vlnovou funkci

V= Cotho+ DD CIr +Y 3 NS Ot + (14.18)
a m m n a b

IToto jméno vyslovi opravdu jen zkugeni frankofilové.
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kde prvni ¢len je Slatertv determinant zakladntho stavu a dalsi ¢leny odpovidajici determi-
nantim, kde jsme excitovali jeden nebo vice elektronii z obsazeného do neobsazeného orbi-
talu (viz obréazek 30). Druhy ¢len odpovida jednonésobnym excitacim (monoexcitacim, viz obr.
30A), tieti ¢len odpovida dvojnasobnym excitacim (biexcitacim, viz obr. 30B) atp. Jednotlivym
Slaterovym determinantiim mizeme také fikat konfigurace, odtud nazev metody konfigurac¢ni
interakce (CI, z angl. Configuration Interaction).

+- -

Obrazek 30: Ukdzka monoexcitovanyjch (A) a biexcitovanych (B) konfiguract.

Jak nyni uréime koeficienty C; (pozor, neplést s koeficienty u atomovych orbitala ¢;j7 v HF
metodé)? Opét pomoci varia¢niho principu. JelikoZ vinova funkce na téchto koeficientech zavisi
linedrné, aplikaci varia¢niho principu dostaneme jiz mnohokrat zminéné sekularni rovnice

HC = ESC,

kde maticové elementy H;; predstavuji integraly mezi Slaterovymi determinanty

Hij = (i Halt);) (14.19)

Vysledné matice H mohou byt ¢asto obrovské (rozmér milion x milion neni viibec Sokujici),
ale existuji efektivni metody vypocetni linearni algebry, které si s nimi dokazi poradit. Hlavni
trik je v tom, Ze vétSina elementt v této matici je nulovych, mluvime o tzv. fidké matici.

Pokud bychom pouzili nekoneénou bazi AO a zahrnuli vSechny mozné Slaterovy determi-
nanty (kterych by bylo taktéz nekoneéné mnoho), dostali bychom pfesné feSeni Schrodingerovy
rovnice. V praxi ale musime pouzit bazi konecnou, mame tedy i kone¢ny pocet molekulovych
orbitali. Pokud v ramci této baze budeme uvazovat vSsechny mozné Slaterovy determinanty,
mluvime o metodé tplné konfiguracni interakce (FCI, z angl. Full Configuration Interaction).
Zvétsovanim baze se metoda FCI miize libovolné priblizit pfesnému feseni. Metoda FCI je ale
extrémné vypocetné narofna (naro¢nost roste exponencialné s poctem orbitali) a lze ji tedy
pouzit pouze pro malé molekuly s malou bézi.

Pro praktické vypocty tedy musime pocet excitaci omezit. Pokud se omezime pouze na
jednonasobné a dvojnasobné excitace, ziskdme metodu CISD (z angl. Configuration Interaction
Singles Doubles), ktera byla v minulosti hojné vyuzivana.

Dnes se metody konfigura¢ni interakce uzivaji méneé, jelikoz maji nékteré nevyhody oproti
jinym metodam.

e Metoda FCI je sice pfesna, ale v praxi diky exponencidlnimu skalovani nepouzitelna.
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e Rozvoj 14.18 konverguje velmi pomalu. Pro dobrou pfesnost bychom chtéli minimélné
¢tyrnasobné excitace.

e Pokud pouzijeme kone¢ny rozvoj 14.18, tak vysledna metoda nema spravnou zéavislost na
velikosti systému (v Zargonu kvantovych chemiki, metoda neni ,size konsistentni“). Co
tento pojem znamena? ZjednoduSené feceno, pokud metoda neni ,size konsistentni“, tak
jeji presnost bude zaviset na velikosti systému. Pro malou molekulu muzeme napiiklad
metodou CISD zachytit pfes 90 % korela¢ni energie, ale pro vétsi molekulu mnohem méné.
Pro ,size konsistentni“ metodu by mélo platit, ze energie dvou nekoneéné vzdalenych
molekul by méla byt presné rovna dvojnasobku energie jedné molekuly. Na piikladu dvou
atomu helia lze ale snadno ukazat, Ze toto pro metodu CISD neni splnéno. Pro jeden atom
He totiz metoda CISD odpovidad metodé FCI, jelikoz mame pouze dva elektrony, které
mizeme excitovat. Pro dva nekonecné vzdalené atomy helia jiz ale toto neplati, jelikoz
mame uz Ctyfi elektrony a nékteré Slaterovy determinanty tudiz nebudou v CISD metodé
zahrnuty. Metoda MP2 ¢i metoda sprazenych klastru ,,size konsistentni* jsou, metoda CI
naopak nikoliv.

14.4 Metody sprazenych klastri

Metody sprazenych klastria (CC, z angl. Coupled Cluster) nesou od svého pocatku ¢eskou stopu.
Tyto metody totiz pouzil v kontextu kvantové chemie poprvé Jifi Cizek a pozdéji také Josef
Paldus. Metoda sprazenych klastri je zalozena na mazaném preskladani rozvoje typu CI. Kli-
¢ovym pojmem Vv této metodé jsou takzvané excitacni operatory. Napiiklad operator Ty pisobi
na vlnovou funkei zédkladniho stavu jako

N 0
T =3 S e, (14.20)

a=1 m=n+1

tj. generuje linedrni kombinaci mono-excitovanych konfiguraci. Tento operator obsahuje neur-
¢ené koeficienty ¢7* (tzv. amplitudy) popisujicich zapojeni jednotlivych excitovanych konfigu-
raci do celkové vlnové funkce. Obdobné operéator T5

N N 00 00
o= > > D taw (14.21)
a=1 b#a m=N+1n=N+1

generuje linearni kombinaci bi-excitovanych konfiguraci atp. Celkovy excitacni (klastrovy) ope-
rator piSeme jako

T=T,+T+ T (14.22)
VInovou funkci v rameci metody sprazenych klastru zapisujeme v ponékud neobvyklém tvaru

Y€ = Ty, (14.23)
(14.24)

kde 1)y je referen¢ni funkce, vétsinou z metody HF. Zde se poprvé setkavame s pojmem expo-
nencialy operatoru. Neni tfeba se jej leknout, jen si musime uvédomit, jak je vlastné definovana
normalni exponencialni funkce e”. Exponencialni funkci ¢isla muzeme definovat pomoci Taylo-
rova rozvoje

x S xn
e _ZH’ (14.25)
i=1
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Tu samou definici nyni mtuzeme snadno aplikovat i na operatory, musime jen védét, jak opera-
tory umocnovat. To jsme si ale Tekli jiz v kapitole 2.2.2. Operator umocnény na n-tou prosté
znamend, ze jej aplikujeme n-krat za sebou na tu samou funkci. Exponencidla excitacniho
operatoru tedy vyjde jako

~

2

; T
eT:1+T+7+~--. (14.26)

Diky vlastnostem excita¢niho operatoru je tato fada konecna, nebot molekula mé pouze koneény
pocet elektront, které lze excitovat.

Jaka je vlastné vyhoda takto slozitého zapisu? Pokud pouzijeme tuplny excita¢ni operator,
tak dojdeme k exaktnimu feseni stejné jako metodou FCI. Budeme ale potfebovat stejné mnoz-
stvi parametri, at uz je nazyvame rozvojovymi koeficienty (v metodé CI) nebo amplitudami
(v metodé CC). Vyhody se ale objevi, kdyz excita¢ni operator za¢neme ofezavat. Kdyz napii-
klad vezmeme v potaz pouze mono- a bi-excitace, dostaneme metodu CCSD (z angl. Coupled
Cluster Singles Doubles). Na rozdil od metody CISD je ovsem CCSD | size-konzistentni* a navic
dostaneme vétsi podil korela¢ni energie. To je dano pravé specialnim tvarem CC vinové funkce,
diky kterému i na trovni CCSD dostaneme napiiklad i pfiblizny pfispévek ¢tyfnasobnych ex-
citact, jelikoz v exponencialnf fadé je piftomen operator 7. 2. Stadf nam pritom stejny pocet
parametri jako v metodé CISD.
rovnice této metody urcujici amplitudy ¢ klastrového operatoru. Metody sprazenych klastri jsou
stejné jako poruchové metody size-konzistentni a obdobné nejsou varia¢ni. Ukazuje se ale, Ze
interakce dnes pouzivaji méné casto nez poruchové metody a metody sprazenych klastri.

Jak jsme si jiz fekli v predchozi podkapitole, metody konfigura¢ni interakce konverguji dosti
pomalu k presnému feSeni. Tvar vinové funkce v metodé sprazenych klastri tuto konvergenci
znacné urychluje. Uz se zahrnutim trojitych excitaci dostavame vysledky s chemickou presnosti
(tzn. relativni energie s pfesnosti 1kcal/mol, coz je zhruba 4kJ/mol). Metoda CCSD(T) je
v soucasné dobé povaZovana za ,zlaty standard“ kvantové chemie. V metodé CCSD(T) jsou
trojité excitace zahrnuty v ramci poruchového poctu. Vypocetni narocnost této metody dovo-
luje na soucasné trovni popsani molekul s 10-50 atomy. Uzitim specidlnich technik linearniho
skalovani lze ale toto pouziti zna¢né rozsitit, nedavno tak byla tato metoda aplikovana na malou
molekulu proteinu obsahujici stovky atoma.

14.5 Multireferen¢ni metody

Vsechny metody, které jsme probrali vyse, vychazi z Hartreeho-Fockovy aproximace. Pted-
pokladaji, ze popis molekuly pomoci jednoho Slaterova determinantu je v zasadé v poradku,
jenom je potfeba udélat mensi , facelift“. Nékdy je ale popis jedinym Slaterovym determinantem
z gruntu Spatné. Kupodivu se miiZzeme se selhanim Hartreeho-Fockovy metody setkat i v jed-
noduchych situacich. Uvazme molekulu vodiku Hy v zakladnim stavu. Na obr. 31 je ukazan
diagram orbitalnich energii pro rovnovaznou geometrii a pro disociovanou strukturu. Uvazme

S s

odpovida Slaterovu determinantu

_ L oWa(l) og@a@)] _ Lo
\Il(lv2)_ \/§ Ug<1)6(1) O-g(2>ﬁ<2) - \/§ 9(1) 9(2)< (1)6<2) (2)/3(1>) (14'27)

Jenomze pro disociovanou strukturu (coz je v tomto piipadé trivialné feSitelny problém
metodou separace proménnych s feSenim 1s4(1)1sp(2) a £ = 2Ey = —27,2¢€V) ted nevime,
jaky orbital vlastné dosadit do Slaterova determinantu 14.27. Vazebny nebo antivazebny? Vzdyt
maji oba stejnou energii. Pokud si vybereme stejné jako v predchozim piipadé symetricky oy,
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Obrazek 31: Schematickd disociacni kiivka molekuly vodiku a energetika molekulovych a
atomouvyjch orbitali pro vdzanou molekulu a disoctované atomy.

ziskdme vlnovou funkei (pro jednoduchost zde neuvadime spinovou ¢ast)
1sa(1)1sp(2) + 1sp(1)154(2) + 1sa(1)1s4(2) + 1sp(1)1sp(2). (14.28)

Prvni dva ¢leny zde odpovidaji (spravné) kovalentni struktuie, ale druhé dva ¢leny popisuji
ionty, H ---H~ a H—---H*. Tomu bude odpovidat energie, kterd bude z poloviny dana ne-
utralnimi atomy a z poloviny ionty. Iontové prispévky ale nechceme, odpovidaji totiz vyssi
energii. To 1ze lehce nahlédnout, v iontové konfiguraci totiz jsou dva elektrony u jednoho atomu
a budou se tudiz odpuzovat, zatimco u dvou nekonecéné vzdélenych atomi vodiku se elektrony
vibec nepotkaji. Spravna vlnova funkce je ddna rozvojem

V= \/g(gg — 0u). (14.29)

Je tedy vidét, ze v pripadé rozstépeni chemické vazby za vzniku bi-radikalové struktury je
potieba pouzit vice nez jeden Slateruv determinant. Metoda HF kvalitativné selhava. Regenfm
je pouzit velmi omezeny rozvoj typu konfiguracni interakce, do kterého zahrneme pouze exci-
tace z orbitali v blizkosti nejvyssiho obsazeného molekulového orbitalu HOMO (z angl. Highest
Occupied Molecular Orbital) a z nejnizsiho neobsazeného molekulového orbitalu LUMO (a angl.
Lowest Unoccupied Molecular Orbital). Tuto mnozinu orbitali, ze kterych a do kterych exci-
tujeme, nazyvame aktivnim prostorem. Tato metoda méa zkratku CASSCF (z angl. Complete
Active Space-Self Consistent Field). Narozdil od metody CI u CASSCF metody optimalizujeme
obé sady koeficientti C' a ¢;; zaroven.

Metoda CASSCEF pokryva tu ¢ast korela¢ni energie, ktera souvisi s principialni nedostatec-
nosti jednoho Slaterova determinantu pro popis molekuly, mluvime o tzv. statické korelaci.
I v metodé CASSCF s koneénym aktivnim prostorem je ale nespravné popsana okamzita in-
terakce mezi elektrony, tj. tzv. dynamicka korelace.X¥ Dynamickou korelaci pak mtZeme dodat

kDéleni korelaéni energie na statickou a dynamickou je ponékud umélé a nelze jednoznaéné definovat.

121



kuptikladu pomoci poruchové teorie aplikované na referen¢éni vilnovou funkci z metody CASSCF
(v pfipadé poruchové teorie druhého fadu pak dostaneme casto uzivanou metodu CASPT?2),
nebo pomoci metody konfigura¢ni interakce (zde dostaneme metodu multireferenéni konfigu-
ra¢ni interakce, MRCI). Obecné mluvime o multi-referen¢nich metodach.

Disociace vazby za vzniku biradikali neni ale jedina situace, pro kterou je metoda HF
nedostatecna. Jinym takovym piipadem jsou excitované stavy molekul. I kdyby byl zakladni
a excitovany stav popsan kvalitné jednim Slaterovym determinantem, ptjde o jiny Slatertuv
determinant pro kazdy ze stavii. Pro konzistentni popis obou stavii najednou (tfeba pifi vypo-
¢tech excitacnich energii) je tudiz zadouci opét pouzit rozvoj do vice Slaterovych determinantii.
S multireferenénimi metodami se proto casto setkdme ve spektroskopii a fotochemii.
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15 DFT metody

Pomoci metod zaloZenych na teorii funkcionalu hustoty (dale jen DFT metod) se v poslednich
zhruba dvaceti let provadi vétSina vypocti elektronové struktury. Popularita DFT metod je
déna jejich prijatelnou vypocetni naroc¢nosti, kterd o mnoho neprevysuje naroc¢nost Hartreeho-
Fockovy metody. Vypocty jsou ale typicky daleko presnéjsi, nebot DFT metody zahrnuji kore-
la¢ni energii. Efektivita DFT je dana tim, Ze nepracuje s pomérné slozitou vlnovou funkei (t;j.
funkei 3N soutadnic elektronti), ale s tzv. elektronovou hustotou, coz je funkce pouze tii pro-
storovych soutadnic. V této kapitolce budeme pouzivat stejnou notaci definovanou na zacatku
predchozi kapitoly.

Predstavme si zékladni pojmy. Za¢néme pojmem funkcional. Pojdme si nejprve piripome-
nout, jak funguje funkce. Do funkce vlozime nezavisle proménou, tedy néjaké ¢islo, a na oplatku
dostaneme ¢islo jiné, neboli zavisle proménnou. Jde tedy o zobrazeni z prostoru ¢isel opét do
prostoru ¢isel. U funkcionalu je to velmi podobné, akorat na vstupu neni ¢islo, ale funkce. Po-
kud to tedy fekneme vice matematicky, funkciondl je zobrazeni z prostoru funkeci na prostor
(kupf. realnych) ¢isel.

Takovym jednoduchym funkcionalem je napriklad urcity integrél

Fli@) = [ fa)de.

Urcity integral potfebuje dodat vstupni funkei a po jeho vy¢isleni dostaneme jedno jediné ¢islo.
Povsimnéte si zde zapisu funkciondlu pomoci hranatych zavorek. Pro ptiklad funkcionalu v
kvantové mechanice nemusime chodit daleko, sta¢i se podivat na vyraz pro energii

Bl = [ v foa.

Mezi funkcemi a funkcionély existuji i dalsi podobnosti. Pojmy jako minimum a maximum
funkcionalu maji prakticky stejny vyznam. Existuje i funkcionalni analogie k dobfe znamé
derivaci funkce — mluvime o variaci funkcionalu. Kdyz provadime derivovani funkce, tak se
vlastné divame, co se déje se zavisle proménnou pii malé zméné nezavisle proménné. U variace
je to podobné. Zajima nas, jak se zméni hodnota funkcionalu, kdyz mirné zménime nasi funkci.
Ptesné definice je slozitéjsi a neuvadime ji zde. Bude ale pro nas dulezité, Ze pro variace plati
podobné vztahy, jako pro derivace. D& se naptiklad ukazat, Ze v minimu funkcionélu je jeho
variace nulova. Jiz dobfe znamy variacni princip (kone¢né vime, pro¢ se mu tak iikal!) pak
mizeme napsat jednoduse pomoci variace funkcionalu energie (15) jako

SE[W] = 0. (15.1)

Nyni se muzeme vratit k definici ust¥edni veli¢iny této kapitoly — elektronové hustoty p(r).
Elektronova hustota ma na rozdil od vinové funkce piimy fyzikalni vyznam. Jedna se o prav-
dépodobnost, ze v néjakém bodé prostoru najdeme néjaky elektron. Je dilezité si uvédomit
rozdil mezi elektronovou hustotou a ¢tvercem vinové funkce, ktery taktéz udava hustotu pravdé-
podobnosti. Ctverec vlnové funkce ndm udava pravdépodobnost, ze prvni elektron mé spin mg
a nachézi se v bodé ry, druhy elektron mé spin my a nachazi se v bodé r, atd. Jedné se tedy
zatimco elektronova hustota zévisi jen na tfech proménnych.

Elektronova hustota souvisi s vilnovou funkei systému dle vztahu

p= N/\z/;(rl,rg,...,rn)\2dr2...drn. (15.2)
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Obrazek 32: Tvar elektronové hustoty v molekule vody. (pievzato z knihy A Chemist’s Guide
to Density Functional Theory, W. Koch a M. C. Holthausen, Wiley-VCH)

Integrujeme tedy Ctverec vinové funkce ptes vSechny elektrony kromé prvniho. Zopakujme, Ze
nas zajimé pravdépodobnost nalezeni jakéhokoli elektronu, poloha ostatnich nas nezajima, a
musime tedy pres né prointegrovat. Prvni elektron ale neni nijak odlisSny od ostatnich, stejné
dobfe bychom ale mohli udélat to samé pro druhy elektron. Jelikoz je vlnova funkce antisyme-
trickd, dosli bychom ke stejnému vysledku. Z toho vyplyva nasobici faktor N pred integralem.
7 této definice hned plyne nékolik dilezitych vlastnosti.

e Elektronova hustota je nezaporna velic¢ina, plati tedy

p(r) > 0. (15.3)

e Pokud zintegrujeme elektronovou hustotu pres cely prostor, dostaneme pocet elektront v
systému jako

/ pdr = N, (15.4)

e V poloze jader mé elektronova hustota maxima. Elektrony se totiz budou chtit pohybovat
co nejblize kladné nabitym jadrim (viz obrazek 32).

e Pro tato maxima plati

7‘2'4)0

lim {% + QZA} p(r) =0, (15.5)

kde p je angularné zprameérované hodnota elektronové hustoty a Z 4 je naboj prislusného
atomového jadra. Toto tvrzeni neni na prvni pohled zFejmé, ale necht nam je Ctenaf pro
ted veri.

7 téchto vlastnosti vidime, ze pokud zname elektronovou hustotu, tak zaroven také muzeme
zjistit pocet elektronii, polohu jader i jejich naboj. To jsou ale presné ty informace, které jsou
potfeba ke specifikaci molekularniho hamiltonianu

) 1 N N N 1 N K
H:_§ZA1'+ZZF_ZZTA7 (15.6)
i=1 i=1 j=i+1 Y i—1 A=1 A
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kde jsme vynechali pro jednoduchost ¢len popisujici odpuzovéani jader, jenz je stejné v ramci
Bornovy-Oppenheimerovy aproximace roven konstanté (pouzité symboly jsou vysvétleny na
pocatku kapitoly 14). Pokud ale elektronova hustota jednozna¢né ur¢uje hamiltonian, tak poté
z feSeni Schrodingerovy rovnice ziskame taky energii a vinovou funkei, a tudiz vsechny potfebné
veli¢iny. Podobnym zpiisobem se zfejmé ubiraly tuvahy Hohenberga a Kohna, ktefi postavili
teorii DF'T na pevné fyzikalni zaklady.

15.1 Hohenbergovy-Kohnovy teorémy
V roce 1964 publikovali Hohenberg s Kohnem slavny clanek, ktery odstartoval vyvoj DFT

vvvvv

musime definovat pojem externiho potencialu v,,;, ktery nam 1ika, v jakém vnéjsim poli se
elektrony pohybuji. Externi potencial ma v pfipadé hamiltonianu (15.6) tvar

N K,
Vewt:ZZ A, (15.7)

o1 A1 A

tj. jde o celkovou interakci elektronti s coulombickym potencidlem atomovych jader. Jelikoz
se v DFT na v8e divime z pohledu elektront, tak se tomuto potencialu fika externi, protoze
nepochéazi ze samotnych elektronti. Je dulezité si uvédomit, Ze externi potencial vlastné definuje
hamiltonian (15.6), nebot ostatni ¢leny trividlné zavisi pouze na poctu elektront v systému.
Molekula od molekuly ¢i geometrie od jiné geometrie se lisi pravé externim potencialem. Nyni
jiz muzeme piejit ke slibenym teorémum.

Prvni Hohenbergiv-Kohntiv teorém hovoii o vyznamnosti elektronové hustoty. Zni
takto:

,Pro libovolny systém interagujicich elektronit je externi potencial v,.,; jednoznac¢né
urcéen elektronovou hustotou (aZ na konstantu)“

Dtsledek tohoto tvrzeni jsme si jiz naznacili difve. Pokud mame jednozna¢né dany externi
potencial, pak také zname hamiltonian a mizeme v principu spocitat vinovou funkci i energii,
které jsou tudiz jednoznacné urceny pouze elektronovou hustotou. Elektronova energie je
tedy jednoznac¢nym funkcionilem elektronové hustoty neboli v matematickém zépisu

Ea = Ealp]. (15.8)

Pokud bychom tedy tento funkcional znali a znali také spravnou hustotu, tak bychom mohli
ziskat energii i bez TeSeni Schédingerovy rovnice a hledédni vinovych funkci. Dokazme si nyni
toto tvrzeni.

Pomocné tvrzeni: Nejprve si musime odvodit pomocny vztah pro stfedni hodnotu exter-
niho potencialu. Rozepisme si nejprve externi potencial na soucet jednoelektronovych prispévkii:

B N B N K ZA
Veat = Z Vi = Z Z (159)
i=1

im1 A—1 A

Pojdme si nyni vy¢islit integral
/uext¢(r1,...,rN)2dT. (15.10)

Dosazenim vztahu (15.9) a vhodnym preusporadanim mnohonasobného integralu dostaneme

i/v [/w(ru---,rzv)l_[drj] dr;. (15.11)

j#i
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Vyraz v hranaté zavorce neni ale nic jiného nez elektronova hustota p (az na nasobny faktor
N), dostavame tedy finalni vztah

/Vewt@Z)(rl,...,erdT - ﬁ;/ui(ri)pgf;)dri - /V(r)p(r)dr, (15.12)

nebot potencial v;, ve kterém se pohybuje i-ty elektron, je pro kazdy elektron identicky.

Dikaz HK1: Diikaz se provadi sporem. Predpokladejme, Ze jedné dané hustoté p prislusi
dva rizné externi potencialy ve,i1 a Vego, kterym prislusi hamiltonidny Hy, a Hs a vinové funkce
Y1 a . Pak diky varia¢nimu principu musi platit

By = / Wy Hiprdr < / W3 Hitodr, (15.13)

protoze kdyz ve funkcionalu energie k hamiltonianu H; pfifadime funkci 15, ktera neni jeho
vlastni funkei zékladniho stavu, tak musime dostat vétsi energii nez pii pouziti skutecné vlastni
funkce ;. Nyni mazané pfepiSeme pravou stranu nerovnosti jako

/@ffl%dT = /¢§ﬁ2¢2d7+/w§ [lﬁh —flg} odT = E2~|—/,0(r)(y1 —wp)dr.  (15.14)

V posledni rovnosti jsme vyuzili toho, ze oba hamiltoniany se lisi pouze externim potencidlem,
a pouzili jsme vztah (15.12).
Vyslo nam tedy, ze plati nerovnost

E1 < E2 + /p(r)(ul — I/Q)dr. (1515)

Tu samou argumentaci bychom ale mohli také aplikovat opacné a dostali bychom
E2 < E1 + /p(r)(ug - z/l)dr. (15].6)

Se¢tenim obou rovnic (15.15) a (15.16) tedy dostavame
E,+ Ey < By + Fy, (15.17)

coz nemiize platit, a tedy nés ptivodni predpoklad o existenci dvou riznych externich potenciala
je také chybny. [ |

Formalné muzeme funkcional energie napsat jako

E= / W Hipdr = / VTYdr + / W Vhdr + / W Vea®0dT = Tp] 4 Vielp] + Vinelp]. (15.18)

Vidime, Ze funkcionél energie se stejné jako piislusny hamiltonian (15.6) sklada ze t¥{ ruznych
prispévki: funkcionalu kinetické energie elektronit 7'[p], funkcionélu repulze elektronit V,.[p] a
funkcionalu interakce elektronil s jadry (obecné s externim potencialem) V. [p]. Explicitni tvar
posledné jmenovaného funkcionalu jsme si jiz vlastné odvodili rovnici (15.12) a plati tedy

A

Volp] = / vi()p(x)dr. (15.19)

Soucet zbylych dvou funkcionédli nazyvame Hohenbergovym-Kohnovym funkciondlem a zna-
¢ime Fyklp]. Celkovy funkcional energie tedy muzeme zapsat jako

~

Elp = T1p] + Vaelol + Vielol = Farxclol] + / vi(r)p(r)dr. (15.20)
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Pfesny tvar Hohenbergova-Kohnova funkcionalu Fp i [p] bohuzel neni dodnes znam. Ovsem
i kdybychom jej znali, tak ndm stale néco schézi k jeho tspésného pouziti. Nevime totiz, jak
ziskat pro dany systém spravnou elektronovou hustotu p, kterou bychom do néj mohli dosadit.
Samoziejmé kdybychom znali vlnovou funkei, tak stac¢i dosadit do definiéniho vztahu (15.2).
Tomu se ale pravé chceme vyhnout! Smyslem celé teorie funkcionalu hustoty je vyhnout se
piimému teseni elektronové Schrodingerovy rovnice.

Cestu k elektronové hustoté nam dava druhy teorém od Hohenberga a Kohna, ktery zni
takto:

Predpokladejme, Ze danému externimu potencialu v,,; piislusi elektronova hus-
tota py. Pak pro jakoukoli jinou elektronovou hustotu' o’ bude platit:

Elpo] < Elp']. (15.21)
Nejedna se o nic jiného nez variantu varia¢niho principu, ktery taky vyuzijeme k dikazu.

Dikaz: Z prvniho HK teorému plyne, Ze jakakoli funkce p’ patii k externimu potencialu
V..., ktery je odlisny od ve.t, a prislusi k nému vinova funkce ¢'. Pokud ale pro tuto vlnovou
funkci vycislime energii, pak nam z jiz znamého variacniho principu plyne

/W*Iflzﬂ’dT = Elp] > E[po], (15.22)

coz jsme chtéli dokazat. [ ]
Druhy HK teorém nam tedy dava principialni navod, jak hledat elektronovou hustotu. Bu-
deme hledat pfes vSechny mozné hustoty a spravné bude ta, kterd nam dé nejnizsi energii.
Hohenbergovy-Kohnovy teorémy davaji DFT solidni fyzikalni zaklad, moc nas ale neposu-
nuji k praktické aplikaci, jelikoz nezname presny funkcional Fy|p]. Praktickou cestu k DFT
vypoctum ukazali az o rok pozdéji Kohn s Shamem.

15.2 Kohnovy-Shamovy rovnice

Nyni stojime pred zasadnim problémem nalezeni alespon piiblizného funkcionalu Fp[p], ve
kterém je zahrnuta kineticka energie elektroni, klasické coulombické interakce mezi elektrony a
dale korela¢ni a vyménné efekty. Ukazalo se, Ze nejvétsi potize ¢ini dostateéné presné vyjadient
funkcionalu pro kinetickou energii. Tento problém je tak zasadni, Ze budeme muset ¢astecné
obétovat nas puvodni cil a vratit se k molekulovym orbitalim popisujicim nezavisly pohyb
elektront. Pokud totiz mame N elektronii, kde i-ty elektron je umistén v molekulovém orbitalu
©;, muzeme vycislit kinetickou energii dle vztahu

N
1
Ejin = —3 ;/tpAigpdri. (15.23)

Tj. spoc¢itame kinetickou energii pro kazdy elektron popsany jednoelektronovou vinovou funkci
(orbitalem) a energie seCteme. S takto postavenou teorii pfisli v roce 1965 Kohn s Shamem.

Obecné strategie odvozeni Kohnovy-Shamovy procedury je nasledujici. Definuje se fiktivni
systém neinteragujicich elektronii (podobné jako v Hartreeho-Fockové teorii zde elektrony in-
teraguji pouze skrze efektivni potencial), ktery je zvolen tak, aby jeho elektronova hustota
byla rovna elektronové hustoté realného systému. Funkcionél energie se rozepiSe nasledujicim
zpusobem:

Bl =Tlpl + 5 / / %i(mdrldrﬁvmm(p)ﬂﬂp] ~ T} + / vpdr,  (15.24)

IPfesnéji fe¢eno, dané elektronova hustota musi byt takzvané v-reprezentovatelna, neboli musi k ni piisluget
néjaky externi potencial. Pro funkce, které toto nespliuji, 2. HK teorém neplati.
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kde T,[p] je kinetickd energie neinteragujiciho systému, druhy ¢len odpovida klasické mezi-
elektronové repulzi (nasobi se jednou polovinou, aby se interakce nezapoéitavaly dvakrat), Vex
zahrnuje korela¢ni a vyménnou energii elektront, ¢len ve slozené zavorce je rozdil kinetickych
energii realného a neinteragujictho systému a posledni ¢len odpovida interakci elektronti s jadry.
Pokud v8echny neznamé ¢leny ddme dohromady, dostaneme tzv. korela¢né-vyménny potencial

Exclpl = [Tlp] — Tolp]] + Vaen- (15.25)

Pokud na funkcional (15.24) nyni aplikujeme varia¢ni princip, tak dostaneme rovnice, které
maji stejny tvar jako rovnice pro systém neinteragujicich elektront. Jenze pro tento systém
zname TeSeni! Staci vyfesit prislusnou jednoelektronovou Schrodingerovu rovnici

1
(_§Az + ‘/eff) QOZ = EZ'QOZ', (1526)
kde V¢ je efektivni potencidl, pro ktery plati

1 p(r)
V; — Vez S
EA t+2|r—r’|

dr’ + g, (15.27)

kde u,. je funkcionalni derivace (variace) vyménné-korela¢niho funkcionalu 15.25.™ Tvar tohoto
potencidlu byl odvozen tak, aby byly elektronové hustoty realného i fiktivniho systému stejné.
Rovnice 15.26 se nazyvaji Kohnovy-Shamovy a fesi se podobné jako rovnice Hartreeho-Fockovy
rozvojem do baze AQO. Ziskame tak sadu molekulovych orbitali, ze kterych pak dostaneme
elektronovou hustotu dle vztahu (uvadime bez dikazu)

plx) = > Il (15.28)

Tuto hustotu pak muzeme dosadit do funkcionalu (15.24) a ziskdme tak pozadovanou energii.

Kohniv-Shamuv piistup je v principu presny, pokud bychom znali pfesny tvar vyménneé-
korela¢niho funkcionalu Ex¢[p]. Ten sice nezname, ale existuje spousta vztahi pribliznych, o
kterych pojednévaji dalsi kapitoly.

15.3 Teorie funkcionalu hustoty v kvantové chemii

Problém, ktery KS metoda pfimo nefesi, je nalezeni tvaru vyménné-korelaéniho potencialu.
V zasadé existuji dva pristupy k tomuto problému. V prvnim pristupu se snazime odvodit
vhodny funkcionél E,. ¢isté pomoci teoretickych argumentu z pokrocilejsich partii DFT. Druhy
pristup je pragmatictéjsi. Konkrétni tvar funkcionalu muze obsahovat parametry, které se urcuji
z experimentélnich dat. V praxi se oba tyto piistupy casto kombinuji.

Existuje nékolik riznych rodin funkcionéli, které se lisi mirou presnosti, vypocetnimi néroky
i svym zaméienim, a které jsou podrobnéji rozebrany v nasledujicich podkapitolach.

15.3.1 Aproximace lokalni hustoty

Aproximace lokalni hustoty (angl. Local Density Approximation, LDA) vychézi z tzv. modelu
homogenniho elektronového plynu (HEG). Je to hypoteticky fyzikalni stav, kdy méame
vsude konstantni elektronovou hustotu, vyvazenou rovnomérnym pozitivnim pozadim. Tento
model je pro teorii DF'T velmi uZite¢ny, nebot pro néj existuji presné vypocty a simulace.

™V naSem odvozeni postupujeme dosti svizné. Pro pfipadného zajemce o podrobnéjsi pohled na DFT dopo-
rucujeme klasickou publikaci R. G. Parr, W. Yang Density-Functional Theory of Atoms and Molecules. Oxford
University Press, 1989
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Tento model byl ale kdysi uzite¢ny i pro chemiky, daji se takto tfeba popsat valenéni elektrony
v kovech (teorie elektronového plynu). Jak ale tento model pouzit na atomy nebo molekuly,
které maji elektronovou hustotu zna¢né nehomogenni (elektronova hustota je velkd v oblasti
jader a pak postupné pravdépodobnost nalezeni elektront klesa)?

Miuzeme si predstavit, Ze prostor okolo atomu/molekuly rozdélime na malinké krychlicky.
Ve stiedu kazdé krychlicky zjistime elektronovou hustotu, kterou poté dosadime do vztaht
plynoucich z teorie HEG. Ziskdme tim elektronovou energii v této malé krychli¢ce a celkovou
energii ziskdme souctem pies vSechny krychlicky. Matematicky rigorézné to mizeme zapsat
pomoci trojného integralu ptes cely prostor

ELPA[) = / p(x)e(p(r))dr, (15.29)

kde €(p(r)) je vyménné-korelacni energic HEG o hustoté p vztazena na jeden elektron. Tato
rovnice definuje vySe zminénou aproximaci lokalni hustoty.

Jaky je konkrétni tvar e(p(r))? Nejprve jej rozdélime na korela¢ni a vyménnou ¢ast (takto
to déla vétsina DFT metod)

£(p(x) = ealp) +2o(p). (15.30)
Pro vymeénnou ¢ast se da odvodit nésledujici analyticky vztah
3(3)\3
vid=-5(2) o (15.31)
4 \ 7

Tento vztah je spojen s jménem Slater”, oznacuje se tedy zkratkou S.

Pro korela¢ni energii HEG nelze ziskat analyticky vyraz. Prislusné vypocty lze ale provést
numericky a vysledek poté nafitovat. Vysledny korelacni funkcional je znam jako VWN (dle
pant Voska, Wilka a Nusaira). V kombinaci se Slaterovym vyrazem pro vyménnou ¢ast ziskame
metodu SVWN (vymeénna ¢ast se ve zkratce uvadi vzdy prvni).

Mirnym vylepSenim je metoda spinové zavislé aproximace lokéalni hustoty (angl. Local Spin
Density Approzimation, LSDA), které pracuji zvlast s elektronovou hustotou elektront se spi-
nem « a zvlast se spinem f.

Metoda LDA byla prvnim vétsim tspéchem DFT teorie. Jeji vysledky jsou typicky o néco
lepsi nez metoda Hartreeho-Focka a muzeme ji s Gspéchem pouzit pro stanoveni geometrii,
vibra¢nich frekvenci nebo dipélovych momentii. Na druhou stranu funguje méné dobfe pro
energetiku chemickych reakci. Dnes se metoda LDA pouziva ziidka, nahradily ji pokrocilejsi
metody.

15.3.2 GGA funkcionily

Jednou z nevyhod DFT je absence jasné cesty k presnéjsim vysledkim, nebot neznéame tvar
vyménné-korela¢niho ¢lenu. U ab initio metod naproti tomu jasné vime, jak alespon v principu
dospét k presnému vysledku (napf. metodou Full CI ve velké bazi).

Jednou z moznosti postupu, ktera se nam po predchozi kapitole nabizi, je zkusit vyjit z apro-
ximace lokalni hustoty a tu se snazit dale vylepsit. V LDA jsme v daném bodé vyuzivali pouze
hodnotu elektronové hustoty. Tayloriv rozvoj nam napovidé, ze by mohlo byt uzite¢né vyuzit
informaci o gradientu hustoty Vp(r). Tim se dostaneme k metoddam zobecnéného gradi-
entu (z angl. Generalized Gradient Approximation, GGA), pro které ma vymeénné-korelacni
funkcional obecny tvar

B = [ olo)f(p, V). (15.32)

"Ano, je ten ten samy pan Slater, podle kterého jsou pojmenované nase oblibené determinanty.
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Konkrétni tvar téchto funkcionalu jiz byva znacéné slozity a ¢asto obsahuje nastavitelné parame-
try. Mezi nejznaméjsi vyménné GGA funkcionaly patii napiiklad Beckeho vyménny funkcionéal
(zkratka B88, nebo jen B), ktery obsahuje jeden parametr. Mezi znamé korela¢ni funkcionaly
patii napiiklad LYP (od pant Lee, Yang a Paara) nebo P86 (autor Perdew). Jejich kombinaci
pak ziskame casto uzivané metody BP86 a BLYP. Dalsim vyménné-korelacnim funkcionalem
je PBE (Perdew, Burke, Erzenhof) z roku 1996, ktery neobsahuje zadné parametry.

GGA funkcionaly jsou zna¢né presnéjsi nez LDA, a proto pravé tyto funkcionély odstartovaly
masové pouzivani DFT v kvantové chemii.

Dalsim logickym krokem ke zlepsSeni je vyuziti dalsich informaci kromé gradientu, napiiklad
druhé derivace. Mluvime potom o meta-GGA funkcionalech, mezi které patii napiiklad
korela¢ni funkcional B95 nebo vyménné-korela¢ni funkcional TPSS.

15.4 Hybridni funkcionaly

Pozorny c¢tenar by se mohl ptat, pro¢ vlastné k vypocétu vyménné energie nevyuzijeme Kohn-
Shamovy orbitaly, kdyz je konec konct pouzivame pro vypocet kinetické energie. Vyuzili bychom

vzoreCek znamy z HF teorie
N N
—> Y Ky (15.33)

i=1 j=1

eacact

[\Dlr—l

Bohuzel se ukazalo, Ze piimé pouZiti tohoto vzorce (spolu s néjakym korela¢nim funkcionalem)
nevede k dobrym vysledkim, jelikoz se tim narusi kompenzace chyb v sou¢asnych funkcionélech.

Zlepseni ovsem dosdhneme, pokud oba pfistupy zkombinujeme a ¢ast vyménné energie vy-
pocitame presné ze vzorce 15.33 a zbylou ¢ast pomoci diive zminénych vyménnych funkcionali.
Tim dostaneme takzvané hybridni funkcionaly, které predstavuji dalsi vyrazné zlepSeni pres-
nosti. Mezi hybridni funkcionaly patii i funkcional BSLYP, ktery je v soucasnosti suverénné
nejpouzivanéjsi kvantové-chemickou metodou (prestoze byl vyvinut uz v roce 1993). Jeho presny
tvar je

PP Z (1 — ay — ) EPA 4+ ap B 4 0, EF 1 (1 - a) VYN 4 0, BYT (15.34)

a nastavitelné parametry maji hodnotu ay = 0,2, a, = 0,72 a a. = 0,81. Parametr ag urcuje
procento pfesné vyménné energie; BSLYP ma tedy 20% podil HF vymeénné energie.

Z dalsich mnoha hybridnich funkcionala uvedme alespon (v zévorkach uvadime procento
HF vyménné energie): PBEO (25 %), BMK (50 %), BHandHLYP (50 %)

15.4.1 Moderni funkcionaly

Oblast DFT metod patii diky jeji uzitecnosti ke stale velmi aktivnim oblastem vyzkumu v
kvantové chemii. V soucasnosti uz existuji stovky riznych funkcionali. V poslednich letech se
objevilo mnoho riiznych novych typt kromé vyse zminénych. Za zminku stoji kupiikladu tzv.
dvojité hybridni funkcionaly. Ty v sobé kombinuji metodu DFT s poruchovou metodou. V
prvnim kroku vypoéitame Kohnovy-Shamovy orbitaly pomoci hybridniho funkcionalu

Eiléjb’rid _ G1ESGA + (1 . al)EfXACT + CLQECGGA, (1535)

v kroku druhém pak zformulujeme vylepseny funkcional

EDH = B 4 (1 — ag) BESMP2, (15.36)
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kde EXS=MP2 jo yypocitano jako MP2 korekce energie s pouzitim Kohnovych-Shamovyich
orbitali. S timto vyménné-korelacnim ¢lenem pak vypocitame energii molekuly. Nastavitelné
parametry jsou kupiikladu pro metodu B2LYP zvoleny takto: a; = 0,47, ay=0,73. Vysledky
ziskané touto metodou jsou pomérné kvalitni, ale na druhou stranu je tato metoda vypocetné
také znac¢né narocna.

Vidéli jsme také, ze s kvalitou vysledku dokéZze hodné pohnout piidavek vyménného ¢lenu
toho typu, ktery nachézime v HF metodé. V hybridnich funkcionélech tento ¢len pridavame
pro vSechny mezi-elektronové vzdalenosti. Jinou moznosti je pouzit lokalni funkcionaly pro malé
mezi-elektronové vzdalenosti a HF vyménny clen pro velké mezi-elektronové vzdalenosti. Mlu-
vime pak o tzv. range-separated funkcionalech. Ty jsou uzite¢né napiiklad pfi vypoctech
excitovanych stavii.

Jednim ze slabych mist DFT je omezena schopnost této teorie popsat tzv. disperzni interakei
(vice viz kapitola 18). Existuji rtzné slozité cesty k napravé. Vibec nejjednodussi metodou je
pouzit funkcional, ve kterém disperzni prispévek vibec pritomen neni, a tento prispévek pak
modelovat empiricky (Dispersion-corrected functional).

I pfes své stari vSak pro rutinni vypocty stale dominuje funkcional B3LYP diky jeho velké
univerzalité a presnosti. Pro detailni ptehled starsich i modernich funkcionalt 1ze nahlédnout
do navodu k programu Gaussian®.

°http://www.gaussian.com/g_tech/g_ur/k_dft.htm
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16 Semiempirické pristupy

V této kapitole se podivime na skupinu semiempirickych metod. Ackoli semiempirické metody
také vychézeji z Teseni elektronové Schrodingerovy rovnice, jejich rovnice obsahuji dodatec¢né
parametry, jejichz hodnoty se typicky ziskavaji z pfesnéjsich ab initio vypocti nebo z experi-
mentalnich dat.

Semiempirické metody jsou pfiblizné na dvou trovnich. V prvni fadé, vétsina semiempiric-
kych metod nevychazi z presného molekularniho hamiltonianu, ale ur¢itého efektivniho hamil-
tonianu, ve kterém jsou zanedbany nékteré ¢leny. Vétsina semiempirickych metod se napiiklad
soustfedi pouze na valen¢ni elektrony (prispévek ostatnich elektronii je bran jako konstanta),
coz celkovy hamiltonian systému znacné zjednodusi.

Po urcéeni hamiltonianu se pfi odvozeni typické semiempirické metody postupuje obdobné
jako pri odvozeni HF rovnic. Zvolime si konkrétni tvar vlnové funkce a zvolime bazi (metoda
MO-LCAO) a aplikaci varia¢niho principu odvodime pracovni rovnice. V tomto kroku ale u
semiempirickych metod dojde k vyse zminénému dalsimu zjednoduseni. Nékteré ¢leny z rovnic
muzeme Uplné zanedbat a polozit rovno nule, anebo je miZeme povazovat za parametry, se
kterymi dosdéhneme nejlepsiho souladu s experimenty pro urcity vybrany soubor molekul. Ex-
perimentalnim tudajem, vuci kterému se srovnavame, mohou byt termodynamické parametry
danych latek. Pri pouziti semiempirickych metod je proto tieba byt velmi obezfetny. Mohou
fungovat skvéle pro latky, na které byla metoda parametrizoviana a latky jim podobné, ale pro
odlisné struktury mohou hanebné selhavat.

Motivaci k vyvoji semiempirickych metod bylo zmenseni vypocetnich narokia ab initio metod
s pokud mozno co nejmensim ovlivnénim piesnosti. Dnes jiz maji vrchol své popularity za
sebou. Nicméné i metody, které byly kvantitativné nepfesné, se ukazaly jako velmi uzitec¢né,
nebot dovolily kvalitativni pochopeni zékonitosti chemickych vazeb a jinych vlastnosti molekul.
Na jednu takovou metodu, ktera nam dala znamé Hiickelovo pravidlo ,4n + 2“ pro urceni
aromaticity, se nyni podivame.

16.1 Hickelova metoda

Hiickelova metoda (dale jen HM) je historicky prvni a asi i nejjednodussi semiempiricka metoda.
Pro mensi molekuly je pro pouziti této metody potieba doslova jen tuzka a papir. Soustfedime
se pouze na urcitou skupinu elektronti, energeticky dobre oddélenou od ostatnich elektronii.
Typickym prikladem jsou 7 vazebné elektrony v konjugovanych uhlovodicich, tedy elektrony v
molekulovych orbitalech slozenych z atomovych p orbital.

Hamiltonian HM metody ma tvar

Hyyo =Y hlosp, (16.1)

kde i, Je jednoelektronovy potencial 7 elektronu, ktery v sobé obsahuje jak kinetickou ener-
gii, tak interakce s ostatnimi elektrony. Z tvaru hamiltonidnu coby souc¢tu jednoelektronovych
¢lenu je zfejmé, Ze elektrony jsou zde povaZovany za nezavislé (to je zasadni rozdil oproti me-
todé HF, ve které je nezavislost elektroni vyjadiena ,pouze* tvarem vinové funkce). Konkrétni
tvar téchto efektivnich elektronovych hamiltonidni neni specifikovan, nebot, jak uvidime déle,
vlastné ani neni potieba.

Dalsim krokem je vybér baze. V ptipadé metody HM to budou p, orbitaly vSech uhlikovych

atomu
¢=> cxi (16.2)
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Matematicky tvar téchto orbitalti nas ale opét nezajima. Tim prevedeme problém nalezeni
vlnové funkce na jednodussi problém najiti koeficienti ¢;. Pokud tuto vlnovou funkci dosadime
do Schrodingerovy rovnici s hamiltonidnem (16.1) a aplikujeme varia¢ni princip, dostaneme
soustavu sekularnich rovnic. Z podminky pro netrivialni feSeni této soustavy pak plati

IH — eS| = 0. (16.3)

Pro lepsi ilustraci budeme nadéale uvazovat vypocet pro molekulu butadienu. Elektronova
baze se zde sklada ze ¢ty p, orbitalii. Sekuldrni determinant zde ma tvar

Hyy — €Sy Hy — €Sy Hs —eS3 Hy — €Sy
Hiy — €Sy Hip — €Sy Hsp —€S3p Hyp — €Sy
Hy3 —eS13 Hiz — €Sy Hiz —€Ss3 Hyg — €Sy3
Hyy — €Sy Hyy— €Sy Hgzy —€S3y Hyy — €Sy

= 0. (16.4)

Nyni bychom méli spocitat integraly H;; a S;;, které v principu zavisi na geometrii systému. V
ramci Hiickelovy aproximace na né ale pohlizime jako na parametry metody a nalozime s nimi
takto:

e zanedbdme piekryvové integraly mezi AO na riznych atomech tj. S;; = d;j;

e integraly H;; polozime rovny parametru «, témto integralim fikdme coulombovské inte-
graly;

e integraly H;; polozime rovny nule, pokud orbitaly nepatii sousednim atomtm. Nenulové
integraly polozime rovny parametru . Nazyvame je rezonan¢nimi integrély.

Takto zjednoduSené rovnice poté vyfesime. Nejprve najdeme vlastni ¢isla pres sekularni
determinant a nasledné urc¢ime koeficienty ¢;. V pfipadé butadienu bude Hiickeluv sekularni
determinant vypadat nasledovné

a—e [ 0 0 x 1 0 0
8 a—e [ O] |1 = 10
0 B a—€e B | (01 x 1 (16.5)
0 0 b a—e¢ 0 0 1 =z
Ve druhém kroku jsme determinant vydélili 5 a zavedli substituci x = D‘B’e. Nyni rozvojem

determinantu podle prvniho faddku dostaneme

x 1 0 x 1 0
|l x 1]=1|1 = 1|=2*-322+1=0.
0 1 =z 0 1 =z

Tuto kvartickou rovnici miizeme nastésti pievést na kvadratickou pomoci substituce y = 22
v =3y +1=0; y =2,62; 1y, =0.382

a tedy
T2 = 1, 621’374 = 0, 62.

Z toho vyplyvaji nasledujici hodnoty energif

6 =a+ 1,620
62:a+0,62ﬁ
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— hv 41— a+0, 62
% % a-0,62p
ﬁ— ﬂ a-1,624

Obrazek 33: Energetické hladiny butadienu dle Hiickelovy metody a zndzornéni excitovaného
stavu.

€3 =a—0,620
€, =a—1,620.

Zpétnym dosazenim do sekularnich rovnic bychom poté dopocitali koeficienty ¢; a tim ziskali
molekulové orbitaly. Ty potom obsadime elektrony v souladu s Pauliho vyluc¢ovacim principem
a celkovou energii dostaneme jako soucet orbitalnich energii. Jak nyni ziskdme parametry a a 57
Vyjdeme z experimentalnich dat. Parametr a ma jednoduchou fyzikalni interpretaci; jedné se o
ioniza¢ni energii atomového orbitalu p,, ktera je experimentalné znama. Dilezitéjsi je parametr
B, ktery urc¢uje vzajemnou separaci molekulovych orbitali. Muzeme jej ziskat v zasadé dvéma
zpusoby:

1. Ze spektroskopickych dat. Parametr zvolime tak, aby nam sedély zvolené elektronové
prechody (podrobnosti viz nize). Naptiklad fitovanim na molekulu naftalenu ziskame hod-
notu g = —3,48¢eV.

2. Z termochemickych dat. K tomu se vyuziva konceptu delokaliza¢ni energie dvojnych
vazeb. Tuto energii mtizeme experimentalné namétit napiiklad pomoci hydrogenacéniho
tepla. Jeji teoreticky vypocet v rdmci HM si ukazeme nize.

Pojdme se nyni podivat na vypocet nékterych vlastnosti butadienu pomoci HM.

16.1.1 Excitac¢ni energie

Jak muzeme pomoci HM spocitat excita¢ni energii? Formélné excitujeme jeden elektron z ob-
sazeného do neobsazeného orbitalu (viz obréazek 33) a potom spocitame celkovou energii a od ni
odecteme celkovou energii zdkladniho stavu. Pokud chceme spocitat nejnizsi excitacni energii
butadienu, presuneme jeden elektron z orbitalu 3 do orbitalu 2. Vysledné energie potom bude

h
AE:€3—64:1724B:—C.
v

VInovéa délka excitujiciho zareni vyjde 287 nm, zatimco experimentéalni hodnota je kolem 200 nm.
Soulad to neni ideélni, ale neni ani tragicky, na to ze jsme jej ziskali tak jednoduse. HM také
spravné zachycuje experimentélni fakt, Ze excitacni energie se snizuje se zvySujici se délkou
fetézce obsahujici konjugované dvojné vazby.

16.1.2 Delokaliza¢ni energie

7 organické chemie si jesté mozna vzpomeneme, ze konjugované dvojné vazby maji jiné vlast-
nosti nez vazby izolované. Tuto delokalizaci muzeme vyjadiit pomoci ponékud nefyzikalni veli-
¢iny ,,delokaliza¢ni energie®.
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Pokud by se dvojné vazby vzajemné neovlivhovaly, tak by mélo platit, ze HM energie n-krat
konjugovaného systému by se rovnala n-nasobku energie ethenu, ktery ma dvojnou vazbu jen
jednu. Tato rovnost ale neplati a rozdil je pravé delokaliza¢ni energie.

energii molekuly ethenu. Pro ten vychézi néasledujici sekularni determinant.

a—c¢ f

5 a—d=0 (16.6)

z ¢ehoz
(a =g =2
(X—GIZEBELQZOCZEB.

Pro butadien poté vychézi delokaliza¢ni energie Ep = 0,4725 = 35,4kJ /mol.

Experimentalné miuzeme miru delokalizace urcit pomoci hydrogenacnich tepel butadienu a
ethenu. Hydrogena¢ni teplo ethenu (tj. entalpie reakce ethen + Hy = ethan) je —136,94 kJ/mol,
zatimco hydrogenac¢ni teplo butadienu je -240kJ /mol. Experimentalni delokaliza¢ni energie je
tedy:

E7P =2-139,9 — 240 = 33,8 ikJ/mol,

coz je v dobrém souladu s nami vypoctenou hodnotou.

16.1.3 Cyklické systémy a aromaticita

Asi nejvétsim tspéchem HM bylo vysvétleni aromaticity cyklickych molekul. Na obrazku 34 jsou
znazornény energetické hladiny cyklickych systému typu C, H,,. Parametr o predstavuje energii
elektronu v samostatném atomu uhliku. Jestlize ma elektron energii nizsi nez «, interakce
s okolnimi atomy vede k poklesu energie. Jinymi slovy, dochazi ke vzniku chemické vazby.
Energie vétsi nez « indikuje destabilizaci. Pohled na diagram pritom pé&kné ukazuje, odkud se
vzalo znadmé Hiickelovo pravidlo 4n + 2. Je totiz hned patrné, ze

e molekuly s 4n+2 elektrony jsou stabilni,
e molekuly s 4n+1 elektrony predstavuji radikaly,

e molekuly s 4n elektrony predstavuji biradikaly.

|[’ Priklad 23

Zadani: Jak to bude s aromaticitou cyklopropenylového radikalu? A co cyklopentadienylovy
radikal?

Reseni: V cyklopropenylu mame tfi elektrony v p, orbitalech, stabilngjsi tedy bude cyklo-
propenylovy kation. V cyklopentadienylu mame elektronil pét, stabilnéjsi tedy bude cyklo-
pendienylovy anion, ktery se opravdu €asto vyskytuje jako ligand v komplexech kovd.
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Obrazek 34: Energetické hladiny cyklickijch uhlovodiki obecného vzorce Cn H,, dle Hiickelovy
metody. Degenerované hladiny jsou pro prehlednost zndzornéné jako dvé hladiny tésné nad
sebou.

16.2 Rozsirend Hiuckelova metoda

Hlavnim vylepSenim rozsitené Hiickelovy metody (RHM) je zavrhnuti m-elektronové aproxi-
mace. Stale pouzivame jednoelektronovy Hamiltonian a molekulové orbitaly rozvijime podobné
jako v rovnici (16.2), ale zahrnujeme vSechny valen¢ni orbitaly. Atom uhliku tedy do béze
piispéje atomovymi orbitaly 2s, 2p,, 2p, a 2p,. Zde jsou dalsi pravidla pro RHM:

e Hodnotu coulombickych integrali opét aproximujeme ionizacni energii daného orbitalu.

Hy = —1I;

e Hodnoty prekryvovych integrilu se nezanedbévaji, ale pocitaji se explicitné.
e Hodnoty rezonanc¢nich integralu se ziskaji dle vztahu:

1

5 (16.7)

Y
kde K je empirickd konstanta, kterd ma obvykle hodnotu 1,75.

Opét fesime sekularni rovnice (16.3), ale tentokrat jiz matice H neobsahuje zadné nuly (po-
kud nahodou neni S;; = 0 ze symetrickych davodu). Jelikoz pocitame explicitné prekryvové
integraly, tak TeSeni zavisi na konkrétni geometrii molekuly. Tato metoda se tedy da pouzit
k minimalizaci geometrie, ale vysledky ¢asto nejsou pfili§ kvalitni (napiiklad molekula vody
vychézi jako linearni).

Podobné jako v ptivodni Hiickelové metodé tvar sekularnich rovnic nezévisi na feseni, a tudiz
neni tfeba iterovat. Rozsifena Hiickelova metoda se proto i nyni rutinné vyuziva v kvantoveé
chemickych programech k prvotnimu néstielu vinové funkce.
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16.3 Moderni semiempirické metody

Modernéjsi semiempirické metody jiz ve svém hamiltonidnu nezanedbavaji mezielektronovou
repulzi. Hamiltoniédn je potom témér totozny s HF hamiltonianem, akorat se soustiedime stale
jen na valen¢ni elektrony. Tyto metody poté iterativné resi Roothanovy rovnice. Vypocetné
nejnakladnéjsi casti jsou stejné jako v Hartreeho-Fockové metodé dvouelektronové integraly

1
/ / Xi Xj ——XpXidridrs, (16.8)
12
a proto se pravé pro né zavadi dalsi aproximace. Velkd ¢ést metod vychazi z aproximace

¢i(r)g;(r)dr =0 i # j, (16.9)

které se rika zanedbani diferencidlniho pfekryvu. Jednotlivé semiempirické metody se 1isi mimo
jiné tim, na které orbitaly tuto aproximaci uplatiuji. Pojdme si nékteré piiblizit:

e Asi nejjednodussi metodou z této t¥idy je metoda CNDO (z angl. Complete Neglect of
Differential Overlap), ktera zavadi ZDO aproximaci disledné pro vSechny dvojice atomo-
vych orbitali.

e Méné drastickou aproximaci predstavuje metoda INDO (z angl. Intermediate Neglect of
Differential Overlap), ktera vyse uvedeny vztah neaplikuje na dvouelektronové integraly,
ve kterych jsou vSechny ¢tyri orbitaly na stejném atomu. Tato metoda byla Zernerem
modifikovana pro spektroskopické acely (metoda ZINDO).

Metody CNDO a INDO byly vyvinuty ve skupiné Johna Popla a byly parametrizovany
tak, aby vysledky odpovidaly ab initio HF vypoctim pro miniméalni bazi.

e Jiny pristup zvolil M. Dewar, ktery semiempirické metody zacal parametrizovat tak, aby
odpovidaly experimentalnim hodnotédm, a tim dosahl presnosti ¢asto vétsi nez samotna
Hartreeho-Fockova metoda. Metody AM1 (z angl. Austin Model 1), PM3 (z angl. Pa-
rametric Model 3) a jejich novéjsi verze PM6 a PM7 jsou vyuzivany a rozvijeny dodnes
(jejich implementace je k nalezeni napiiklad ve volné dostupném programu MOPAC).

e Kromé vySe zminénych metod existuje také hojné vyuzivana semiempirickd metoda za-
lozena na DFT, takzvand DFTB (DFT Tight Binding), a fada dalsich metod, obcas
vyuzivanych ke specialnim pripadim.
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17 Vlastnosti molekul

Experimentélné molekuly charakterizujeme pomoci nejriznéjsich vlastnosti: mizeme zméfit
tfeba NMR posuny, elektrické ¢i magnetické parametry ¢i tfeba jejich optickou otacivost. Tyto
molekularni vlastnosti musi byt v principu mozné vypocitat metodami kvantové chemie. V du-
chu axiomatiky kvantové teorie musi byt pfitom vSechny vlastnosti molekul néjakym zptisobem
ziskatelné z vinové funkce. V naSich tuvahéach jsme se doted soustfedili na jednu konkrétni
veli¢inu, na energii. Tu vypocitame piimo ze Schrodingerovy rovnice H v = E1) snadno jako

E = /1/1*ﬁ¢d7'. (17.1)

Energie je veli¢ina prvotadé dulezitosti, predstavuje kli¢ ke struktufe molekul, termodyna-
mice chemickych reakei ¢i k celé spektroskopii. Mohou nés ale zajimat libovolné jiné velic¢iny,
napiiklad obecné veli¢ina A, které prislusi operator A. St¥edni naméfend hodnota této veli¢iny
je pak déna jako

(A) = / o Adpdr. (17.2)

V této kratké kapitole se podivame na nékteré molekulérni vlastnosti.

17.1 Elektrické vlastnosti molekul

Na nabité castice silové pusobi elektrické pole. Uvazme nyni neutralni molekulu. V ni je néjakym
zpusobem rozlozeny naboj, pficemz toto rozlozeni naboje v prostoru je dano elektronovou
hustotou p(r) a naboji jednotlivych jader q; = Zre. Se¢teme-li celkovou hustotu néboje pres
cely prostor, dostaneme pro neutralni molekulu nulovou hodnotu. I na neutralni molekulu ale
vnéjsi elektrické pole piisobi, nebot naboj v ni neni rozlozen rovnomérné. Napiiklad v molekule
HCl je o néco vice elektronové hustoty soustiedéno kolem atomu chléru nez kolem atomu vodiku
a z elektrického hlediska pak na molekulu chlorovodiku muzeme pohlizet jako na soustavu

O+ ...0—

ve vzdalenosti r. Rikéme, ze molekula HCI mé nenulovy dipolovy moment dany v tomto
pripadé vztahem

kde g je naboj a r je vzdéalenost mezi naboji.

Jak bychom mohli dip6lovy moment molekuly vypocitat? Uvazme jakoukoliv molekulu v ur-
¢ité geometrii (tj. s ur¢itymi polohami atomovych jader). V této molekule se pohybuji elektrony,
kazdy z nich ma okamzitou polohu r. Okamzita hodnota vektoru dipélového momentu pro dané
usporadani elektront je dana jako

N Njad
= —Ze-ri—l—ZeZ[RI, (17.4)
i=1 I=1

kde e je elementéarni naboj elektronu, r; je poloha i-tého elektronu, Z; je nédbojové ¢islo I-
tého atomového jadra a Ry je poloha I-tého atomového jadra. Chceme-li nyni ziskat dipolovy
moment molekuly, musime hodnotu dipélového momentu pro danou konfiguraci vahovat prav-
dépodobnosti, ze dana konfigurace nastane. Jinymi slovy, musime vypocitat stfedni hodnotu
dip6lového momentu
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(uy = / et pudry . .. dry = —e/ <|¢61]2 Zri) dry...drn + eZZ[RI. (17.5)
i i

Vidime tak, Ze ze znalosti vinové funkce pfimo ziskdme i hodnotu dipélového momentu
molekuly. Stejnym zptisobem bychom ziskali tFeba také kvadrupoélovy moment molekuly, ktery
vykazuje napiiklad molekula oxidu uhli¢itého, ktera méa jinak nulovy dipélovy moment. Po-
divejme se jesté na jinou vlastnost molekuly, na polarizovatelnost «. Tato veli¢ina ndm 1ika,
jak je molekula citliva na vnéjsi elektrické pole. V molekule se po vlozeni do elektrického pole
o intenzité E indukuje dipolovy moment

Uing = aE, (17.6)

pri¢emz konstantou umeérnosti je pravé polarizovatelnost « (tento vztah plati toliko pro malé
intenzity pole). Vidime nyni, jakym zptusobem bychom polarizovatelnost mohli najit: vypocitali
bychom dip6lovy moment molekuly v elektrickém poli a molekuly bez elektrického pole. Rozdil
téchto dipoélovych momentii by po vydéleni intenzitou elektrického pole poskytnul hodnotu po-
larizovatelnosti. Slusi se dodat, Ze ve skutec¢nosti se polarizovatlenost pocita jesté jednoduseji
a dvou vypoctiu neni potieba. Tento detail jde vSak za ramec tohoto ivodniho textu. Za maly
komentar stoji také fakt, ze polarizovatelnost predstavuje obecné tenzor, tj. matici a nikoliv
pouhé ¢islo. Elektrické pole orientované naptiklad ve sméru osy z miize totiz indukovat i dip6-
lovy moment ve sméru osy x ¢ y. Jak je to mozné? Predstavme si tfeba elektron, jehoz pohyb
je omezen na pohyb po Sroubovici. Elektrické pole ve sméru osy Sroubovice vyvola ¢astecné
i pohyb elektronu ve sméru na Sroubovici kolmy.

Podobnym zptsobem jako jsme vypocitali z elektronové vinové funkce dipélovy moment ¢i
polarizovatelnost mizeme v principu vypocitat jakoukoliv vlastnost molekuly, od NMR ¢i EPR
parametri, pres geometrie molekuly, jejich vodivosti ¢i spektralni vlastnosti.

17.2 Parciadlni ndboje atomii

V predchozim oddile jsme prohlasili, Ze v molekule HCI je na atomu chloéru parcidlni zaporny
naboj a na atomu vodiku naopak parcialni kladny naboj. Dokaze kvantova chemie tyto néaboje
vypocitat? To je ponékud delikatnéjsi otazka, nez se zda. Na rozdil od dipélového momentu totiz
parcialni naboj na atomech nepfedstavuje dobie definovanou, méfitelnou veli¢inu. Parcialni
naboj nam sdéluje, kolik elektront ,,patfi“ atomu chléru. Jenze to hodné zalezi na tom, , kam
az sahé Krakonosovo®, tedy jakou ¢éast prohlasime za prislusnou atomu chléru a jakou cést za
priléhajici vodiku. Existuji tudiz rtizné zptsoby, jak parcialni ndboje na molekulach vypocitat.
Mluvime o tzv. popula¢ni analyze, nebot se snazime vypocitat populaci elektronu prislusejici
urc¢itému atomu.

Nejrozsitenéjsi metodou popula¢ni analyzy je tzv. Mullikenova popula¢ni analyza. Uvaz-
me vlnovou funkei v ramci metody Hartreeho-Focka. Ta je déna jako antisymetrizovany soucin
molekulovych orbitali

W(ry, ..., rN) = Apy(ry) ... dn(rN), (17.7)

kde A je antisymetrizacni operator, ktery ze sou¢inu molekulovych orbitali ¢; udéld Slatertv
determinant. Molekularni orbital ¢; muZzeme déle vyjadrit jako linedarni kombinaci atomovych
orbitali

qu(rj) = ZCjTXr(rj)v (178)
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kde x, predstavuje atomovy orbital a c;, piedstavuje rozvojovy koeficient, ktery nam 1iké, jak
moc prispiva atomovy orbital x, do molekulového orbitalu ¢;. Z ,acetnich” divodi si tento
rozvoj napisme jeSté pomoci jiného indexu

i(rs) =Y cjaxs(ry). (17.9)

s

Trik Mullikenova pristupu spociva v tom, ze u atomovych orbitalt vime, jakému atomu
prislusi. MiZeme proto secist pfispévky jednotlivych atomovych orbitali do celkové vinové
funkce a tim zjistit, jak moc do vlnové funkce prispiva urcity atom. Celkovy pocet elektroni N
muzeme napsat jako

N = Z/¢j(rj)¢j(rj)drj = ZZCjTCjS/Xj(rj)Xs(rj)drj

7j=1 nr;s
= Z (Z C?T + Z erstSf,«s> s (1710)
j=1 r r#s
kde S, je prekryvovy integral mezi atomovymi orbitaly x, a x,. Tuto rovnici mizeme rozepsat

jako prispévky c¢lent pochéazejicich od jednotlivych atomi &

N=Y N, (17.11)

kde

Ne=>_ (Z Gt D €rsShs +% > chcjsSTs> . (17.12)

j=1 rek r,s€k;r#£s rek,s¢k

V poslednim ¢lenu rovnice (17.12) se misi pfispévky od atomu % a od nékterého jiného z atomai,
tento prispévek v Mullikenové pristupu rozdélime rovnomérné mezi oba atomy. Veli¢ina Ny
predstavuje elektronovou populaci na daném atomu. Parcialni naboj ¢, pak ziskame jako rozdil
nabojového ¢isla atomového jadra Z; a elektronové populace Ny

QG = Z, — Ny (17.13)
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K’ Priklad 24

Mullikenovu populaéni analyzu miizeme snadno provést v ramci Hiickelovy metody. Zde
je situace obzvlasté jednoducha, nebot prekryvové integraly S,s = 0. VInové funkce dvou
nejvyssich obsazenych stavii v molekule butadienu jsou dany jako

¢1 = 0,37x1+ 0,60x2 + 0,60x3 + 0,37x4
¢2 = 0,60x1 +0,37x2 — 0,37x3 — 0,60x4

kde x1,X2,Xx3 a x4 predstavuje 2p, orbitaly jednotlivych atomi uhliku. Vztah (17.11) se
zde méni na jednoduchou formuli

2
Nk = Z njcjk,
J

kde n; je obsazovaci ¢islo j-tého molekulového orbitalu a c;;, je prislusny rozvojovy koefici-
ent. Elektronova populace na prvnim atomu uhliku je dana jako

Ni=2-0,37+2-0,60°> = 1

a podobné pro ostatni atomy

Ny = 2.0,60°+2-0,372 =1,
N3 = 2-0,60*+2-(-0,37)% =1,
Ny = 2-0,37%+2-(-0,60)% = 1.

Vidime tedy, Ze viechny atomy maji 7 elektronovou populaci stejnou, Etyfi 7 elektrony se
rovnomérné rozdélily mezi atomy. To neni moc zajimavy vysledek, ale pojdme vinovou funkci
analyzovat dale. Definujme si fad vazby jako

Pkl = Z n;CikCjl- (17.14)
J
Pak vidime, ze 7 elektronovy rad vazby mezi prvnim a druhym atomem uhliku je

Py =2-0,37-0,60 +2-0,37-0,60 = 0,89 (17.15)

a mezi druhym a tfetim atomem pak

Py3 =2-0,60-0,60+2-0,37-(—0,37) = 0,44

Celkovy fad vazby (po pricteni 1 za sigma vazbu) je tak 1,89 pro vazby mezi prvnim a druhym
atomem a 1,44 pro vazbu mezi druhym a tfetim atomem. Charakter jednotlivych vazeb je
tak znacné odlisny.

Mullikenova populac¢ni analyza mé samoziejmé své problémy. Vyrazné zavisi na volbé baze.
Je snadné si predstavit bazi, kterd viibec nebude lokalizovana na atomech. Mullikenova analyza
pak poskytne nulové populace elektronii na atomech, coz zjevné nedavéa smysl. Mullikenova ana-
Iyza proto dobfe funguje pro mensi baze, pro vétsi a diftiiznéjsi baze je ponékud nespolehliva.
Néboje na atomech ale miizeme vypocitat i jinym zptsobem. MiiZzeme tieba vyzit skutecnosti,
ze dipolovy moment fyzikdlni veli¢inou je. MuZzeme pak nastavit parcidlni naboje takovym
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zpusobem, abychom dostali vypocitany dipélovy moment. Podobné technika zalozena na fito-
vani elektrostatického potencialu generovaného molekulou se nazyva CHEIP (z angl. Charges
from Electrostatic Potential). Tento pristup je dosti spolehlivy a v praktickém pouziti jej lze

doporucit.
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18 Mezimolekulové interakce

Molekuly na sebe navzajem ptisobi. Diikazti pro to mame vice nez dost. Pokud by se molekuly
na vétsi vzdalenosti neptitahovaly, byl by nas svét tvoren jen neposednymi molekulami plyni.
Naproti tomu pokud by se molekuly na kratkou vzdalenost neodpuzovaly, tak bychom se oka-
mzité propadli skrze podlahu a nebylo by ndm zatézko prochéazet zdi. O povaze odpudivych
a pritazlivych sil zacalo byt ponékud vice jasno od dob Johannese Diderika van der Waalse
a jeho studia kondenzace plyni. Casto proto nyni mluvime o van der waalsovskych interak-
cich jako synonymu slabych mezimolekulovych interakci. Pro¢ se Céstice pritahuji a proc¢ se
odpuzuji? A jak silné na sebe ¢astice pusobi? I tuto informaci nam poskytne kvantova chemie.

Pred tim, nez si struéné néco fekneme o ab initio vypoctech slabych mezimolekulovych
interakei si provedeme jejich stru¢nou inventuru. Rozdélime si je na ,klasické” interakce a na
interakce ,kvantové®.

18.1 Klasické interakce

Pod pojmem ,klasické” interakce méame na mysli ptisobeni vysvétlitelné elektrostatickymi si-
lami. Patfi sem napftiklad

e Interakce naboj-naboj. Dva ionty, jeden s nabojem ¢; a druhy s nabojem ¢; na sebe
dle Coulombova zakona ptisobi silou

]
47T€0 Tij ’

® @

Obrazek 35: Interakce naboj-ndboj.

Eint -

(18.1)

e Interakce dip6l-dip6l. Dvé molekuly s nenulovym dip6lovym momentem na sebe ptisobi
interakéni energii

—1 pi45]2 cos B; cos 0 — sin 6;0; cos ¢
3 )
tj

Eint =
4dmeq r

(18.2)

kde p; a p1; jsou dipdélové momenty jednotlivych molekul. VSimnéme si, Ze tato interakce
vyhasiné se vzdalenosti podstatné rychleji nez interakce ion-ion. I tento vzorec bychom
pii trose snahy odvodili z Coulombova zékona.

Obrazek 36: Interakce dipdl-dipdl.
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e Interakce dipél-indukovany dipdl. I zcela neutralni molekula bez jakychkoliv elektric-
kych momentt je pritahovana k molekule, kterd méa naboj nebo tfeba dipélovy moment.
V neutralni molekule se totiz indukuje dip6lovy moment, ktery zpétné ptisobi na induku-
jici dipélovy moment interakci typu dip6l-dipol. Interakéni energie je pak dana jako

—1  pr?as(1 4 3cos? )
2(4meg)? 76 ’

Obrazek 37: Interakce dipol-indukovany dipdl.

kde a4 je polarizovatelnost neutralni molekuly a p; je dipélovy moment elektricky aktivni
molekuly.

Podobnym zptisobem bychom mohli naleznout vztahy pro interakce ion-dipdl, dipol-kvad-
rupél ¢i treba kvadrupoél-indukovany kvadrupoél. VSechny tyto interakce 1ze snadno pochopit na
zakladé fyziky 19. stoleti, kvantové mechaniky zde netfeba. Na druhou stranu ani jedna z téchto
interakci nevysvétluje, pro¢ kondenzuje do kapalného ¢i pevného stavu kupt. argon, ktery je
prost v8ech elektrickych momentt. Nevime také porad, pro¢ nejsme schopni projit zdi.

18.2 Kvantové interakce

Budeme uvazovat dva typy inherentné kvantovych interakci: (Pauliho) repulzi a disperzni in-
terakei.

e Repulzni interakce. Dva atomy helia pribliZzené na velmi kratkou vzdalenost se zacnou
odpuzovat. Pro¢ tomu tak je? Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze hlavné proto, ze se do
velké blizkosti dostavaji dvé jadra helia, kazdé z nich dvojnasobné nabité. To ale neni vse,
ba neni to viibec to hlavni: na druhou stranu si totiz elektrony vychutnavaji pfitomnost
kladného naboje od druhého atomu. Hlavni problém je v Pauliho vylu¢ovacim principu.
V kazdém z atomt helia se oba elektrony nachazi v 1s orbitalu. Pokud se ale snazime ze
dvou atomu udélat jenom jeden, tak ¢tyti elektrony se jiz ve stejném 1s orbitalu nachézet
nemohou. Energie tak diky Pauliho repulzi roste. Tato repulze zavisi na prekryvu mezi
piislusnymi orbitaly a muZzeme ji proto dobie reprezentovat exponencialni funkei

Eint = Ae 7", (184)

e Disperzni interakce. Jde o pritazlivou interakci, ktera ptsobi mezi libovolnymi dvéma
atomy. Nékdy se mluvi také o Londonové interakcei, dle v Némecku narozeného amerického
fyzika Fritze Londona. Jaka je podstata této sily? Diky energii nulového bodu v kvantové
mechanice nikdy neutucha pohyb. Elektron v atomu tak neustéle kmita a v kazdé chvili ma
urc¢ity okamzity dipolovy moment. Tento dipélovy moment ale indukuje dipélovy moment
v sousednim atomu a oba atomy se tak pritahuji interakci okamzity dipol-indukovany
dipol. Fritz London odvodil pro tuto interakci pfiblizny vztah

-3 IAIB aA0B
2(4meg)? In+ Ip 7))

Eint ~

, (18.5)
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kde I4 a I jsou ioniza¢ni energie na sebe pusobicich molekul A a B a analogicky a4 a ap
jsou polarizovatelnosti téchto molekul.

18.3 Ab initio vypocty slabych mezimolekulovych interakci

V minulych oddilech jsme si predstavily celou fadu vztaht, které popisuji jednotlivé typy sla-
bych mezimolekulovych interakci. Na prvni pohled tak vSe vypada razové. Stacéi nam vypocitat
si metodami kvantové chemie vlastnosti jednotlivych molekul, tedy jejich nédboj, dipolovy pti-
padné vyssi momenty, polarizovatelnost ¢i ioniza¢ni energii a poté s pouzitim vztahu (18.1) az
(18.5) snadno dopocitame, jak na sebe molekuly ptisobi. Bohuzel pro slozitéjsi molekuly takto
postupovat nelze a je tfeba interakéni energii pro vzajemné piisobeni molekul vypocitat primo.
PopiSeme si nyni dvé mozné strategie takovéhoto vypoctu.

18.3.1 Poruchovy vypocet: Symetricky adaptovani poruchova teorie

Slabé mezimolekulové interakce v sobé obsahuji ono néavodné adjektivum ,slabé“. Interakce
mezi dvéma molekulami tedy muze byt nahlizena jako mald porucha pfi pohybu elektront
v jednotlivych atomech. Podivejme se na jednoduchy piipad dvou atomu helia v urcité vzdale-
nosti.

Obrazek 38: Geometrie atomu helia.

Elektronovy hamiltonidn mtzeme v atomovych jednotkach zapsat jako

1 1 2 2
Hyg = —=(Apa+Agy)+ < - B )
1 . 2( 1A 2A) |I‘1A — r2A| |r1A - RA| |r2A B RA| )

Ha

. 1 2 2
— (A1 + Nsp) + ( - - R )

J

iy
+ < 1 + L + L + L + L
|RA - RB| |I‘1A - 1“13| |1°1A - I‘2B| |1“2A - 1“13| ’I'QA - I‘2B|

2 2 2 2
— — — , (18.6)
lri4a — Rp|  |rea —Rp| |rip —Ra| |rep — Ra

coz lze rozepsat jako

H,=H;s+ Hp+Hap. (18.7)
—_——
A0
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Reseni rovnice

oYy = EQv, (18.8)
kde
aY = i, + Hg (18.9)

snadno ziskdme metodou separace proménnych

1?9 = 1a(r14,T24)VB(T15, T28), (18.10)

kde 14 je vinova funkce prvniho atomu helia a g je vlnova funkce druhého atomu helia.
Interakéni energii pak muzeme vypocitat v ramci poruchové teorie jako

EW = /¢£?)ﬁAB%ZJé?)drlAdrzAdrlerzB- (18.11)

Vypadé to vSe jednoduse, ale bohuzel je tam zadrhel. VInova funkce (18.10) neni antisyme-
tricka vici zaméné elektronii mezi obéma atomy helia. Je tfeba cely postup upravit, mluvime
pak o symetricky adaptované poruchové teorii (SAPT, z angl. Symmetry Adapted Perturbation
Theory).

18.3.2 Supramolekularni pristup

V ramci supramolekularniho vypoctu vyjadiime interakéni energii jako rozdil energie moleku-
larniho komplexu E4p5 a energii jednotlivych komponent F4 a Ep

Eint = Eap — Ea — Ep. (18.12)

Pristup je to velmi pfimocary a zda se, ze nemuze zklamat. Ma ale své problémy. Energie
pristupy poskytuji pro realistické systémy hodnoty energii, které se v absolutni hodnoté od
skuteéné hodnoty znac¢né 1isi. Nastésti vétsi c¢ast chyby se pfi vypoctu komplexu a komponent
vzajemné vyrusi, v chemii ndm totiz vétsinou jde pouze o rozdily energii. V pripadé slabych
mezimolekulovych sil nicméné pocitame velmi malou energii jako rozdil velikych (a skoro stej-
nych) ¢isel, snazime se zjistit hmotnost kapitana jako rozdil hmotnosti kapitana s parnikem
a samotného parniku“. V takovém pripadé se za¢nou uplatiiovat i jinak zanedbatelné efekty.

Jednim z problémi je tzv. superpozi¢ni chyba. Jde o nasledujici problém. Pokud provadime
varia¢ni vypocet, tak vime, ze ¢im vétsi baze, tim nizsi energie. Jestlize nyni provadime vypocet
molekulového komplexu A...B, tak molekula A v komplexu muze pii vypoctu vyuzit i bazovych
funkci poskytnutych molekulou B. Dojde ke snizeni energie, které neni dano fyzikalni interaket,
ale jde toliko o matematicky artefakt. Komplex se pak jevi stabilnéjsi nez ve skuteCnosti je.
Tento defekt odstranujeme tzv. counterpoise korekei. Interakéni energii komplexu vyjadiime
jako

Eine = Eap — Ea g — EB 4] (18.13)

kde F4p) je energie atomu A vypocitana za piftomnosti baze atomu B a Ep 4] je energie
atomu B vypocitana za pritomnosti baze atomu A. Vyvéazime tak neférovou vyhodu, které se
dostalo atomtim A a B v komplexu A...B.
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19 Vypocty v roztoku

Skoro v8echna zajimava chemie se odehrava v kondenzované fazi. Naproti tomu v nasem vykladu
jsme se doposud zabyvali vyhradné vypocty provadénymi v plynné fazi. V mnoha piipadech to
nijak zvlast nevadi. Reakce neutralnich molekul nejsou prilis ovlivnény prostiedim a vypocet
provedeny v plynné fazi tak predstavuje dobré pribliZzeni pro situaci v roztoku. Déje, ve kterych
vystupuji ionty, jsou ale solvataci ovlivnény zcela zasadné. Tak napiiklad molekula NaCl se
v plynné fazi urcité neoddéli na ionty, zatimco ve vodé je disociace v ionty zcela tuctovou
podivanou. Kvalitni popis solvatace je proto jednim z tstfednich problémt soucasné vypocetni
chemie. V tomto textu jenom velmi struénym zpisobem nacrtneme moznosti, které se pred
nami oteviraji, pripadného zdjemce o hlubsi vhled odkazujeme na kteroukoliv z velké tady
publikaci a kompendii vénovanych vypocetni chemii, kupiikladu na praci Cramerovu.? Nyni
tedy pouze stru¢ny prehled:

e Mikrosolvatace. V ramci tohoto pristupu jednoduse obklopime molekulu molekulami
rozpoustédla a pro cely tento systém pak pocitame vlastnosti (napiiklad energii). Jde
o piimocarou cestu k zahrnuti solvata¢nich efektt, nicméné nikoliv o cestu prili§ praktic-
kou. Malé agregaty maji totiz jen mélo co spolecného s kondenzovanou fazi a konvergence
vlastnosti molekul s velikosti pouzitého klastru je velmi pomala. Naproti tomu vypocetni
narocnost kvantové-chemickych metod velmi silné roste s velikosti systému. Ackoliv dnes
jiz je mozné za urc¢itych okolnosti provadét kvantové vypocty i pro stovky molekul, jde po-
fad o mimoradné nakladny podnik. Jinou potizi je skutec¢nost, ze systém s vétsim poctem
solvatujicich molekul vykazuje celou fadu energetickych minim o ptiblizné stejné energii
a vypocet s jedinym z téchto minim neni piili§ smysluplny. Je proto tfeba pouzit metod
molekulovych simulaci, kupftikladu metodu molekulové dynamiky nebo metodu Monte
Carlo, pomoci kterych mtuzeme simulovat statistické soubory molekul. P¥i vypoctech na
ab initio Grovni je to ovSem vypocetné dosti narocné.

@-0-0— s

Obrazek 39: Mikrosolvatace.

e QM /MM metody. V ramci tohoto pristupu studujeme ¢ast systému metodami kvantové
chemie a ¢ast jednodussimi pristupy, s pouzitim empirickych potenciali. Empirické poten-
cialy popisuji molekuly pomoci riznych empirickych vazebnych prispévki a interakce mezi
molekulami je pak realizovana elektrostatickymi, repulznimi a disperznimi piispévky.4 Na
kvantové trovni fesime vétSinou pouze ty nejdilezitéjsi ¢asti systému, napiiklad aktivni
centrum enzymu, okoli ¢i roztok pak popisujeme metodami empirickymi. Hamiltonién je
pak dan jako

H = Hqy + Hyar + Honyaonr,s (19.1)

PC. J. Cramer, Essentials of Computational Chemistry. Theories and Models, 2nd edition. Wiley, 2004.
9Empirickym potencidliim se v tomto textu nevénujeme, ¢tenafe zde odkazujeme kupf. na text Petra Boufe
na http://hanicka.uochb.cas.cz/ bour/prednaska/prednaska.htm
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kde HQ M je hamiltonidn pro molekulu rozpustene latky pocitany na kvantové-chemické

drovni, Huym predstavuje empiricky potencial a HQ M/MM Popisuje interakci mezi obéma
¢astmi. V nejbéznéjsim pripadé mizeme psat

]:IQM/MM:_Z -I—ZZ GQM+ZZ4GQM

%

()" ()]
(19.2)

kde gps je naboj molekularné-mechanického (MM) atomu M, Z, je nabojové ¢islo kvan-
tové-mechanického (QM) atomu « a €,y & Ry jsou parametry Lennard-Jonesova poten-
cidlu popisujici repulzni a disperzni sily mezi kvantové-mechanickym atomem « a mole-
kularné-mechanickymi atomy M. Elektrony jdou oznaceny indexem ¢. Elektrony i jadra
rozpusténé latky popsané na QM trovni tedy ,,citi parcialni ndboje MM atomu a k tomu
pridavame repulzi a disperzni pritahovani mezi QM a MM atomy.

Diky QM /MM pfistupu je tak mozné studovat i velmi rozsahlé systémy. O dilezitosti

QM /MM metod svédéi i Nobelova cena za rok 2013 udélena pravé za vyzkumy v tomto
sméru.

Obrazek 40: Schéma strategie QM/MM.

Implicitni modely. Predstavme si, ze chceme vypocitat energii ur¢itého iontu v roz-
toku. Pro jednoduchost uvazujme ion kulovitého tvaru. Mtzeme vypocitat energii iontu
v plynné fazi a pripocitat solvatacni energii. Ta je v nejjednodussim piipadé dana Borno-
vou rovnici, kdy solvatacni energii vypocitdme z rovnic klasické elektrostatiky jako rozdil
prace nutné k nabiti iontu ve vakuu a v prostiedi o relativni permitivité e,

2
AGy = -2 (1 - l) , (19.3)

8megr; €

kde r; je polomér prislusného iontu, Z; je nabojové ¢islo iontu a ¢; je permitivita vakua. Jde
o velmi prfimocarou opravu na vliv solvatace, ktera ovSsem nebere v potaz nékteré slozky
solvata¢ni energie. Tak kupiikladu zanedbava tzv. kavitacni energii, tj. energii nutnou
na vytvoreni kavity, do které prislusny ion umistime. Tuto veli¢inu mizeme odhadnout
napiiklad z hodnot povrchového napéti kapaliny, ve kterém molekulu solvatujeme.
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nabojova hustota elektrostaticky

P potencial
@(r)

Poissonova rovnice
—47
V2¢ (r)z z P

Obrazek 41: Ndstin algoritmu SCRF.

Kromé toho predpoklddame, Ze elektronova struktura neni solvataci ovlivnéna. To ale
neni nutné splnéno. Ion totiz polarizuje rozpoustédlo, které ho obklopuje, které ale zpétné
pusobi svym polem na solvatovany ion. Vytvari se tzv. reakéni pole, ve kterém je ion umis-
tén. Korektni postup tak spoCiva v tom, Ze FeSenim Schrodingerovy rovnice vypocitame
elektrické pole generované nasim iontem, v tomto poli feSime elektrostatické rovnice pro
okolni roztok, ziskdme ono reakéni pole a znovu a znovu opakujeme cely vypocet, dokud
se jiz vlnova funkce ani reakéni pole neméni (SCRF, z angl. Self Consistent Reaction
pouzivan. Na druhou stranu je tfeba byt obezietny, nebot model ma sva dobfe znama
omezeni.
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20 Excitované stavy

Vétsinu chemikt zajima déni v zakladnim elektronovém stavu: jaké je struktura molekul, ka-
palin, ¢i krystali, jaké jsou solvatacni ¢i miizkové energie, jaké je rovnovazné slozeni reakéni
smési atp. S elektronové excitovanymi stavy se nicméné chemik setka v souvislosti s riznymi
spektroskopickymi technikami: UV absorpéni spektroskopie, rentgenova spektroskopie, spek-
troskopie zalozené na elektronovém cirkuldrnim dichroismu ¢i v nejruznéjsich fluorescencénich
technikich. Nesmime pritom zapomenout ani na samostatné odvétvi chemie zamérené na chemii
svétla, na fotochemii. Porozumét vlastnostem elektronové excitovanych stavi je dilezité v nej-
ruznéjsich aplikacich, od biofyzikalnich problému (Jak probiha fotosyntéza? Jakym zptsobem
je pfenasen zrakovy vjem?) az po technologie a materidlové inzenyrstvi (Jak funguji solarni
¢lanky?).

Na prvni pohled se zdé, Ze neni nutné pro excitované stavy vytvaret samostatny oddil.
Jestlize fesime elektronovou Schrodingerovu rovnici

Hy; = Enpy, (20.1)

ziskavame tak kromé energie zékladniho stavu FEy a prislusné vinové funkce g i stavy exci-
tované s energiemi F;, ¢ > 0. Tak tomu v principu je, nicméné je tfeba mit na pameéti, ze
vétsina kvantové-chemickych metod, které byly doposud v nasem textu predstaveny, jsou de-
signovany pro vypocty v zakladnim elektronovém stavu a jejich pouziti pro excitované stavy
bez dalsich tiprav neni mozné. P¥ikladem mohou byt metody zaloZzené na teorii funkcionalu hus-
toty. Hohenbergovy-Kohnovy teorémy jsou odvozeny pro elektronovou hustotu zakladniho stavu
a rozsiteni metody DFT do excitovaného stavu neni viibec samoziejmé. Pti vypoctech excito-
vanych stavii musime byt také ostraziti pii volbé jednoelektronové baze. Zatimco v zdkladnim
stavu se vlnova funkce typicky prilis nevzdaluje od atomovych jader, ve stavech vzbuzenych
muze byt iplné jinak.

Prikladem metod, které je snadné rozsitit do excitovaného stavu, jsou pfistupy zalozené na
metodé konfiguracni interakce. Zejména vhodné a ¢asto pouzivané jsou multireferen¢ni pristupy
(viz kapitola 14). Casto se tak setkame s metodou CASSCF a jejich poruchovym vylepSenim
CASPT2 ¢ s vylepsenim pomoci metody konfigura¢ni interakce, metodou MRCI.

Predpokladejme nyni, Ze jsme schopni vypocitat energie a vinové funkce zékladniho i exci-
tovaného stavu. Mohlo by nas zajimat, kdy pak bude svétlo o frekvenci v absorbovéano ¢i kdy
naopak molekula ve vzbuzeném stavu preskoc¢i do stavu zékladniho za vyzareni fotonu o energii
hv. Musi byt predevsim splnéna rezonancéni podminka

hy = Ej - EZ', (202)

ktera nam fekne, jaké fotony budou absorbovany nebo emitovany. Kromé toho by nés ale mélo
také zajimat, jak intenzivni piislusné absorpce ¢i emise svétla bude. To se dozvime prostied-
nictvim veli¢iny nazvané tranzitni dipélovy moment

iy = / ¥, (20.3)

kde p je dipolovy moment pro dané okamzité usporadani elektront a atomovych jader, v); je
vinovéa funkce pocatecniho stavu, 1; je vlnova funkce kone¢ného stavu. Z experimentéalniho
hlediska je intenzita absorpce charakterizoviana molarnim absorpénim koeficientem e, ktery
vystupuje v Lambertové-Beerové zakonu

I=1y-107, (20.4)
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kdy Iy je intenzita zafeni vstupujiciho do kyvety, I je intenzita svétla vystupujiciho, [ je délka
kyvety a ¢ je koncentrace absorbujicich Castic. S vyuzitim ¢asové-zavislé Schrodingerovy rov-
nice se da ukazat, ze molarni absorpéni koeficient je pfimo tmérny druhé mocniné tranzitniho
dip6lového momentu

e~ sl (20.5)

Tranzitni dipélovy moment tak predstavuje tstfedni veli¢inu v teoretické spektroskopii. Na
zékladé analyzy vyrazu (20.5) se odvozuji tzv. vybérova pravidla, kterd nam fikaji, které
z prechodt jsou dovolené a které z prechodi jsou naopak zakézané.

Absorpéni a emisni spektra atomu jsou nesmirné uzké, v podstaté ¢arova. Stejné tak spektra
odpovidajici rota¢nim ¢i vibra¢nim prechodim nejsou pfilis Siroka. To je dano nutnosti splnit
rezonan¢ni podminku (20.3). Naproti tomu absorpéni a fluorescenéni spektra molekul jsou ¢asto
velmi Siroka, s sitkou o desitkdch nanometri. Toto rozsiteni spektralnich car je ddno vibracemi
molekul v zakladnim stavu (tedy pohyby nulovych kmiti). Cely koncept je demonstrovan na
obrazku 42: molekula vibruje a my ji tak s rtiznou pravdépodobnosti nachazime v rtznych
geometriich. Kazdé geometrii pfitom odpovidé jina rezonan¢ni podminka. Absorbujeme proto
fotony o ruznych vlnovych délkach.

V(Rap)

Obrazek 42: Absorpcni spektrum molekul.

Existuje jesté jedna cesta umoznujici vypocitat energie excitovanych stavi a intenzitu ab-
sorpce, aniz bychom pritom ale znali vinovou funkci excitovaného stavu. V kapitole 17 jsme
diskutovali veli¢inu nazvanou polarizovatelnost. Ta nam tika, jak moc je molekula citlivi na
vnéjsi elektrické pole. Vnéjsi elektrické pole muze byt ale i ¢asové proménné, v piipadé svétla
o frekvenci v se intenzita elektrického pole méni harmonicky dle vztahu

E(t) = Eg sin(27vt). (20.6)

Mizeme se nyni tazat, jak je molekula citliva na elektrické pole o této frekvenci. Ziskame tak
frekvenc¢né zavislou polarizovatelnost molekuly a(v). Tato veli¢ina prudce vzrusté v okamziku,
kdy je splnéna rezonanéni podminka (20.3). V principu tedy potfebujeme simulovat zkoumanou
molekulu umisténou do ¢asové-proménného pole, coz vlastné odpovida experimentu. K tomu
je potfeba Casové-zavisla Schrodingerova rovnice. V praxi je mozné pro malo intenzivni pole
nutnost pouziti casové zavislé Schrodingerovy rovnice obejit. Na tomto principu jsou zalozeny
metody jako je velmi efektivni metoda Casové-zavislé teorie funkcionalu hustoty TD-DF'T
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(z angl. Time Dependent Density Functional Theory), predstavujici rozsiteni DFT metod do
oblasti excitovanych stavi nebo kupiikladu metoda EOM-CCSD (a angl. Equation of Motion
Coupled Clusters Single and Double Ezxcitations), coZ je zase rozsifenim metody spiazenych

klastri do oblasti excitovanych stavii.
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21 Relativistické efekty

Dvacaté stoleti prineslo ve fyzice dvé zasadni revoluce: specialni teorie relativity piinesla novou
mechaniku pro rychle se pohybujici ¢astice a kvantova teorie pak novou mechaniku pro oblast
mikrosvéta. Co ale délat s rychle se pohybujicimi objekty mikrosvéta? O tom nas zpravuje
relativisticka kvantova mechanika.

V kapitole 14 jsme se seznamili s riznymi metodami, kterymi mtzeme fesit Schrodinge-
rovu rovnici. Mohli jsme tak nabyt dojmu, Ze kuptikladu metoda tplné konfigura¢ni interakce
predstavuje svaty gral kvantové chemie, ktery nas dovede rovnou k ,pravdé“. Ve skutecnosti
ani energie a vlnova funkce vypocitand metodou konfigura¢ni interakce s nekonecnou jedno-
elektronovou bazi neposkytne presnou hodnotu energie. Zékladnim problémem je zanedbani
relativistickych efektii. Dle teorie relativity zakladni parametr kazdé hmotné ¢astice, totiz jeji
hmotnost m, zavisi na rychlosti pohybu této c¢astice

m= 10 (21.1)

02

c2

kde my je klidova hmotnost ¢astice, v jeji rychlost a c¢ je rychlost svétla ve vakuu. Méli bychom
se v chemii viibec tréapit relativistickymi efekty? Odpovéd ndm naznaci néasledujici priklad.

|[’ Priklad 25

Zadani: Odhadnéte hmotnost m elektronu v atomu vodiku a v 1s orbitalu atomu rtuti.

Reseni: K odhadu pouzijeme vyraz pro rychlost z Bohrovy teorie atomil vodikového typu

Z

v = —ac,
n

kde Z je nabojové Cislo jadra, n je hlavni kvantové &islo, ¢ je rychlost svétla ve vakuu a
je tzv. konstanta jemné struktury majici hodnotu 1/137. V pfipadé rtuti jde jen o hruby
odhad, jadro rtuti bude stinéno i zbylymi ostatnimi elektrony. V pfipadé 1s orbitalu ptijde
ale o stinéni nevyznamné. Pro vodik tak dostavame rychlost

c
= — = 1 26 -
V= ggr S m=mo (1,000026 - my)

a pro rtut s Z = 80
80
v=——=c=>m=1,23-myg.
137 ’ 0
Takze zatimco u atomu vodiku se hmotnost témé&Fr nezméni, u tézsich atom@ uz musime
brat relativistické efekty nejspise vazné. Zména hmotnosti elektronu totiz jisté povede k od-
lisnému chovani jednotlivych orbitali.

Pro popis relativistickych efekti je nutné vytvorit rovnici, které je v souladu jak s postulaty
kvantové mechaniky, tak s teorii relativity. V klasické, nerelativistické mechanice je energie
volné ¢astice dana jako

2
B=2 (21.2)
2m
¢emuz odpovida hamiltonian
A h2
H=—-——A 21.3
5 (21.3)
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a Casove-zavisla Schrodingerova rovnice

L O

th—
ot

Mohli bychom byt v pokusSeni vyjit nyni s relativistického vyrazu pro energii

= Hip. (21.4)

E? = p*c® + mict (21.5)

a s pouzitim stejnych pravidel (£ nahradime E — ih% a p nahradime p, — iha%) bychom
ziskali tzv. Kleinovu-Gordonovu rovnici

ERA RN

2 Ot? h?

Bohuzel se ukazuje, Ze v této rovnici se nezachovava pocet castic. Neni ji mozné pouzit pro

popis fermioni (hodi se vSak pro popis bosont). Spravnou rovnici pro elektron formuloval Paul

Dirac. Vysel opét z rovnice (21.5) a svou genialni intuici dospél k zavéru, Ze elektron je popsén
nikoliv jednou vlnovou funkei, ale rovnou usporadanou ¢tverici vinovych funkei

(1

_ | ¥

o=l (21.7)
Vs

které se pak 1idi Diracovou rovnici formalné pfipominajici rovnici Schrodingerovu pro atom
vodiku

Y =0. (21.6)

oY
h— =h 21.8
kde R
h=c-a-p+p-c+Vy, (21.9)

kde o a f predstavuji matice rozméru 4 x 4. Jednotlivé komponenty vlnové funkce odpovidaji
elektronu se spinem « a 3 a pozitronu se spinem « a (. Dirac tak ukézal, Ze pozadavek na
kompatibilitu mezi kvantovou mechanikou a teorii relativity vede automaticky k elektronovému
spinu a také k existenci anticéstic.

21.1 Relativistické efekty v chemii

Relativistické efekty muzeme rozdélit do dvou zékladnich skupin.

e Skalarni relativistické efekty. Jde o efekty spojené s rozdilnym relativistickym vy-
razem pro energii a tedy s rozdilnou hmotnosti elektronu. Nejde tedy o jevy, které by
souvisely s tim, ze vlnova funkce ma ¢tyti komponenty.

Elektron ma diky relativité vétsi hmotnost. Muzeme tak ocekavat, Ze se diky tomu elek-
p orbitali tak bude dochazet ke kontrakci orbitali". Diky kontrakci s a p orbitala je ale
na druhou stranu jadro lépe stinéno. Elektrony v d a f orbitalech proto pocituji mensi
efektivni ndboj a diky tomu dochéazi k jejich expanzi. Tyto jevy maji rozli¢né projevy
v chemii. Naptiklad v pripadé zlata dochézi ke stabilizaci elektronti v 6s orbitalu a k io-
nizaci dochazi z 5d orbitalii. Vznikaji tak trivalentni nebo pentavalentni ionty zlata. Diky

"Tento pojem nelze zaméhovat s relativistickou kontrakei délek.
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relativistickym efekttim jsou také stabilnéjsi vyssi oxidacni stavy kovi, takze muze exis-
tovat kuptikladu i ion IrOj, ktery obsahuje iridium v formalnim oxida¢nim stavu +IX.
Dochazi také k urc¢itému zkréaceni vazebné délky, ¢astecné relativistickym efektem je i lan-
thanoidova kontrakce. Jediné diky relativité mizeme vyuzivat v automobilech olovénych
akumulatori. Olovo mé elektronovou konfiguraci 6s?6p®. Elektrony v téchto orbitalech
jsou relativisticky stabilizované, diky ¢emuz mé olovo v oxida¢nim stupni +IV vyssi
energii. To vSak v disledku vede k vétsi zméné Gibbsovy energie v elektrodové reakci
odehrévajici se v akumulatorech

Bez zahrnuti relativistickych efektt by zlato nebylo zluté a rtut by nebyla kapalna. S re-
lativitou se zkratka v chemii potkavame docela casto.

e Relativistické efekty spojené se spinem. Zde mame na mysli predevsim tzv. spin-
orbitalni interakci, o které jiz byla fe¢ v kapitole 10. Tento efekt se projevi korekei k ne-
relativistickému hamiltonianu

Hgo = —€-LS, (21.11)

kde L je orbitalni moment a S je spinovy moment elektronu. Spin-orbitalni interakce se
opét uplatiuje zejména pro tézsi atomy. Zpusobuje rozstépeni mezi energetickymi hladi-

YNV

nami, pro tézsi prvky casto znacné.

21.2 Kvantové-chemické vypocty relativistickych efekta

P1i vypoctech zahrnujicich efekty spojené s teorii relativity bychom mohli vyjit z Diracovy
rovnice. Ta ovSem popisuje pohyb pouze jednoho elektronu. Je proto tfeba pfidat ¢len popisujici
interakci mezi elektrony. Mohli bychom k Diracovu ¢lenu pridat coulombické odpuzovani mezi
elektrony. Takovyto pristup ale neni relativisticky plné konzistentni. Mimo jiné predpokladame,
ze k interakci mezi elektrony dochézi okamzité, coz pii konecné rychlosti svétla neni pravda.
Lepsim pfistupem je konstrukce tzv. Diracova-Coulombova-Breitova hamiltonianu

H=> hi+> hy (21.12)
i i<j

kde h; je jednocasticovy Diractiv hamiltoninan (21.9) a dvou-¢asticovy ¢len je dan jako soucet
coulombického a Breitova ¢lenu v atomovych jednotkach

5 1 1 iTij ) QT
hij = — — Qo + (a r])ga]r]) . (21.13)
Tij 2T T3

Rovnici tohoto typu pro ¢tyf-komponentovou vinovou funkci miizeme dale zjednodusovat.
Je snadné se zbavit dvou komponent popisujicich pozitrony. Casto se také pouzivaji ryze rovnice
popisujici pouze skalarni relativistické efekty, napiiklad v ramci pfistupu ZORA (z angl. Zero
Order Relativistic Approzimation).

Pragmatickou cestou k zahrnuti relativistickych efektt je pouziti tzv. efektivnich relativis-
tickych pseudopotenciali pro vnitini elektrony (ECP, z angl. Effective Core Pseudopotential).
Relativistické prispévky jsou totiz vyznamné zejména pro elektrony vnitinich slupek, valenéni
elektrony se pohybuji daleko pomaleji, nebot jejich interakce s atomovymi jadry je jiz hodné
stinéna pravé vnitinimi elektrony. Chemika ale vnitini elektrony obvykle mnoho nezajimaji,
chemické reakce predstavuji déje ve valenc¢ni sféfe. Muzeme proto vnitini elektrony nahradit
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vhodné zvolenym potencidlem, ktery simuluje vnitini elektrony. Tento potenciél si jednou pro
vzdy nastavime pro dany atom s pomoci plné relativistického vypoctu a pak jej mizeme volné
pouzit pro libovolné molekuly, jejiz je dany atom soucasti. Ziskdme tak kvalitnéjsi vysledek
a navic jako bonus je vypocet ¢asové méné narocny, nebot vnitini elektrony jiz do vypocti
nezahrnujeme.

Oblast relativistické kvantové chemie pfedstavuje intenzivni predmét souc¢asného vyzkumu
a neni v moznostech tohoto textu se této otézce do detailu vénovat. Zajemce mizeme odkazat
na dva vytec¢né prehledové clanky pod Pekky Pyykoho.®

SP. Pykko, Relativistic Effects in Chemistry: More Common Than You Thought. Annu. Rev. Phys. Chem.
2012, 63, 45-64 a P. Pykko, JP Desclaux, Relativity and the Periodic Systems of Elements Acc. Chem. Res.
1979, 51, 276-281.
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